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PROLOGO

El objetivo principal al escribir este texto, es proporcionar los conocimientos
basicos sobre limites y continuidad, ya que sera de vital importancia para entender mejor,
temas como las asintotas y la derivada de una funcion, las cuales se aplican con frecuencia
en los cursos que un estudiante de ingenieria y ciencias lleva dentro de su formacion
profesional.

El calculo diferencial se apoya en el concepto del limite de una funcion, debido a
que la derivada de una funcién en un punto representa la tasa en la cual una funcion
cambia conforme cambia su argumento.

Muchos de los problemas reales se dan solucién haciendo uso de las derivadas,
pues para esto se hace un andlisis entre las variables y se ve la dependencia que existe
entre ellas. Como ejemplo a esto imagine una particula que se desplaza en el plano xy, si
usted quisiera evaluar la velocidad de esta particula en cualquier tiempo, es decir tendria
que derivar la ecuacion que existe de su posicion con respecto al tiempo y de esta forma
estaria calculando el limite de una funcion.

Este texto cuenta basicamente de dos capitulos, en los cuales se presenta en forma
detallada una serie de ejemplos y ejercicios propuestos.

El CAPITULO I trata sobre LIMITES DE FUNCIONES (definiciones y teoremas
importantes sobre limites, propiedades operacionales del limite, limites de la forma 0/0,
limites laterales, limites al infinito, limites infinitos, asintotas, limites de funciones
trigonométricas y limites de la forma Lim [f (x)]9%),

En el CAPITULO Il se muestran los procedimientos para determinar la
CONTINUIDAD DE UNA FUNCION, ya sea en un punto o en un intervalo.

También se puede observar en el primer capitulo, la sintaxis para calcular limites
con el programa Wolfram Mathematica, lo cual se aplico en los ejemplos, permitiendonos
de esta manera comprobar los resultados obtenidos en forma procedimental. En ambos
capitulos, se ha hecho uso de Excel para graficar las funciones.

Los autores agradecen a todas las personas que de alguna u otra manera han hecho
posible la culminacién de esta obra.

FERNANDO JAVIER SALAS BARRERA
MIGUEL ANTONIO SOPLIN PASTOR
LUIS ANTONIO FLORES FLORES












CAPITULO |
LIMITES

1.1. INTRODUCCION

El concepto de limite de una funcién, es el punto de partida en el célculo diferencial e integral,
pues es fundamental para entender bien, temas como la derivada y la integral. Antes de dar una definicién
formal del concepto de limite, es importante que se comprendan algunas definiciones que se dan a

continuacion:

1.1.1. VECINDAD

Se llama vecindad o entorno de radior > 0 y centro en x, = {x/|x — x,| < r} al intervalo

abierto (x, —r, x, + r) y se denota por [1]:

Vi(xo) = (xg =71, x0 + 7).

(1.1)

Vecindad reducida o vecindad con exclusion de x, es el entorno anterior sin el nimero x,, se

denota [1]:

Vi (xo) = {xo— 71, x9 +7) — {x0}.

i: r T r 1
Xo E r X X il— r
= V- (x0) >

Figura 1.1. Representacion grafica de la vecindad V. (x,) [1].

|« r 1‘: r >]
é - $

Xo—T Xo x0+7”

le . >
= Vi (x0) '!

Figura 1.2. Representacion gréfica de la vecindad V*(x,) [1].

Ejemplo 1.1. Represente graficamente las vecindades V; o1 (3) ¥ V02 (2.5).
Solucién.

Vo.01(3) = (3 —0.01, 3+ 0.01) =(2.99, 3.01)

V502(2.5) =(2.5—-0.02, 2.5+ 0.02) — {2.5} = (2.48, 2.52) — {2.5}

(1.2)
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l: 0.01 =l 0.01 :l
3

V0.01 (3) =

A

N
38

Figura 1.3. Representacion grafica de la vecindad V, o, (3) en el ejemplo 1.1.

|« 0.02 T 0.02 »|
6 | 5
2.48 2.5 2.52

!: V502(2.5) =!

Figura 1.4. Representacion grafica de la vecindad Vj,,(2.5) en el ejemplo 1.1.

1.1.2. PUNTO DE ACUMULACION

Sea el conjunto S € Ry x, € R, entonces x, se llama punto de acumulacion de S, si y sélo si,
todo intervalo abierto centrado en x, contiene por lo menos un punto x € S, distinto de x, [1]. Formalmente:

X, es un punto de acumulacion de S & VI;*(x,) y r > 0, se cumple que:
Uxg—1, xg+1)—{xo}) NS # . (1.3)
En la figura 1.5, se muestra la representacion grafica del punto de acumulacion.

Si x € S pero no es un punto de acumulacién de S, entonces se dice que x es un punto aislado de
S (véase la figura 1.6).

l: r I r >

7 7
Xog—T Xo Xo+1r X

Figura 1.6. llustracién grafica del punto aislado de S [1].

Ejemplo 1.2. Sea el conjunto S = (3, 5), determinar si los siguientes puntos son puntos de acumulacidn del
conjunto S.

a) X0=3, b) x0:4
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Solucioén.
Primeramente, se debe determinar un radio muy pequefio, que puede ser: r = 0.1
a) xo=3yr=0.1
Vi3 = (3-01,3401)—{3}=>((3-0.1,3+01)—3BNN(3,5) % ¢
Por lo tanto, x, = 3 es un punto de acumulacién de S = (3, 5).
b) xo=4yr=20.1
Vi, (4) = (4—01,4401)— {4} = ((4—01, 44+ 01)—{4D N (3,5)# ¢

Por lo tanto, x, = 4 es un punto de acumulacién de S = (3, 5).

1.2. DEFINICIONES IMPORTANTES SOBRE LIMITES

Hasta el momento se ha visto algunas definiciones necesarias para tener una idea del limite de una
funcion. También es muy importante saber que L es un namero real que se obtiene al evaluar el valor de
f(x) en las proximidades de un nimero x, (punto de acumulacién del dominio de f) [1-4]. Es decir:

lim f(x) = L. (1.4)

x—%g
Segun Figueroa [1] y Venero [6], la ecuacion (1.4), puede traducirse de las formas siguientes:
e Cuando x se aproxima a x,, f(x) se aproxima a L

e Parax proximo a x,, f(x) estad préximo a L

e Cuando x tiende a x,, f(x) tiende a L

Los siguientes ejemplos, son para tener una idea mas clara sobre el concepto de limite.

Ejemplo 1.3. Sea la funcién definida por f(x) = x? + 1. Evalué dos conjuntos de valores que se
encuentren proximos a 1, uno que se aproxime por la izquierda y otro por la derecha.

Solucién.

Para construir la tabla 1.1, se hace uso de la regla de correspondencia de f reemplazando valores de
x que se aproximen a 1 por la izquierda y por la derecha, esto es:

x =0.995 = £(0.995) = (0.995)2 + 1 = 1.990
x =0.996 = £(0.996) = (0.996)% + 1 = 1.992
x =0.997 = £(0.997) = (0.997)% + 1 = 1.994
x =0.998 = £(0.998) = (0.998)? + 1 = 1.996
x =0.999 = £(0.999) = (0.999)% + 1 = 1.998
x =1.001 = £(1.001) = (1.001)? + 1 = 2.002
x =1.002 = £(1.002) = (1.002)% + 1 = 2.004

x =1.003 = £(1.003) = (1.003)? + 1 = 2.006
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x =1.004 = £(1.004) = (1.004)% + 1 = 2.008

x = 1.005 = f(1.005) = (1.005)? + 1 = 2.010

Tabla 1.1. Valores correspondientes de f(x) para diferentes valores de x préximos a 1.

x se aproxima a 1 por la izquierda x se aproxima a 1 por la derecha

x 0.995 ] 0.996 | 0997 | 0998 | 0.999 | 1 | 1.001 | 1.002 | 1.003 | 1.004 | 1.005
f(x) ] 1.990 | 1.992 | 1.994 | 1.996 | 1.998 | ? | 2.002 | 2.004 | 2.006 | 2.008 | 2.010

f(x) se aproxima a 2 por la izquierda f(x) se aproxima a 2 por la derecha

De la tabla 1.1 se puede observar, que en la medida que x se aproxima a 1, f(x) se esta préximo
a 2. Entonces, se puede decir que el limite de f(x) = x2 + 1, cuando x tiende o se aproximaa 1, es 2, esto
se denota: lin}f(x) = lin}(xz +1)=2.
X— X—

Como se puede observar en lafigura1.7, lagraficade f(x) = x? + 1 es una parabola que contiene
al punto (1, 2), es decir f esta definida para x = 1, pues Dom(f) = R. También se puede notar que si x
tiende arbitrariamente a 1, f(x) tiende a 2 de la misma forma.

- - y
ToT ‘k
f)
2.002
L L 2
v 3 I
1.998
0.999 1 1.001

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Figura 1.7. llustracidn grafica del limite de f(x) = x2 + 1 cuando x tiende a 1.

Ejemplo 1.4. Evaluar la funcién definida por f(x) = (x — 3)/(¥x + 6 — 3) en varios puntos cercanos a
x = 3 y usar el resultado para determinar el limite de la funcion.

Solucion.
Se debe notar que f no esta definida para x = 3, pues Dom(f) = [—6, +o0) — {3}.

De la misma forma que en el ejemplo anterior, se construye una tabla de valores de f(x) para
varios valores de x cercanos a 3 por la izquierda y por la derecha.

El comportamiento de (x — 3)/(vx + 6 — 3) para valores de x cercanos a 3, pero diferente de 3,
es el mismo comportamiento de (\/x +6+ 3). De esta forma el limite de (x — 3)/(vx + 6 — 3), cuando
x tiende o se aproxima a 3, se evalUa de la siguiente forma:

4
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(x—3) _y (x—3)(\/x+6+3)zl,m(x—3)(\/x+6+3)

Ll{g f(x) = %Lr?m = xl_rg (x 16— 9) x1—>3 (x - 3)
— }}L%Nx_” +3)=6. Recuerde que: ﬁ = \/i:;/ﬁ

Tabla 1.2. Valores correspondientes de f(x) para diferentes valores de x préximos a 3.

x se aproxima a 3 por la izquierda x se aproxima a 3 por la derecha

x 2995 | 2996 | 2997 | 2998 | 2999 | 3| 3.001 | 3.002 | 3.003 | 3.004 | 3.005
f(x)]3.9992] 3.9993| 3.9995| 3.9997] 5.9998| ? | 6.0002| 6.0003] 6.0005]| 6.0007| 6.0008

f(x) se aproxima a 6 por la izquierda f(x) se aproxima a 6 por la derecha

De latabla 1.2, se puede observar que a medida que x tiende a 3, f(x) se aproxima a 6. Entonces,
lo mencionado se puede expresar como: lirré f(x) = 6. Volviendo a observar la tabla 1.2, se puede afirmar
X—

que:
2.999 < x < 3.001 = 5.9998 < f(x) < 6.0002, lo cual se puede expresar como:
3-0.001<x<3+0.001 = 6—0.0002< f(x) <6+ 0.0002
También:
—0.001 < x —3 < 0.001 = —0.0002 < f(x) — 6 < 0.0002. (D1-14)
Por la propiedad del valor absoluto: Sean x € Ry a € R*, entonces: |x| < a © —a < x < a [6].
Entonces, (D1-1.4) queda:
0<|x—3]<0.001 = |[f(x)— 6] <0.0002. (D2-1.4)
La desigualdad |x — 3| < 0.001, indica que si x dista de 3 en menos de 0.001, en consecuencia
f(x) dista de 6 en menos de 0.0002. Esta situacion se puede representar usando dos simbolos que
representan cantidades bien pequefias pero positivas, estos son: épsilon (¢) y delta (§). Entonces las
desigualdades de (D2-1.4) quedarian representadas como:

0<|x—3]<68 = |f(x)—6| <« (D3-1.4)

Para este caso § = 0.001y e = 0.0002. Por lo tanto, si se asigna a & cualquier valor positivo, por
mas que este sea muy pequefio, se debe encontrar un valor correspondiente a €. De esta manera se prueba

que el limite de f(x) = (x — 3)/(v/x + 6 — 3), cuando x tiende a 3, es igual a 6, esto es: h’rr% f(x) =6.
x—

A
SN
6| L O]
—""5 | D
NSRS
, <\
4 LY 6+¢
6
3 6—c¢
2 X
3—-4 3 3+6
1
<+ v > x
-2 -1 0 1 2 3 4

Figura 1.8. llustracion gréafica del limite de f(x) = (x — 3)/(¥x + 6 — 3), cuando x tiende a 3.
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1.2.1. DEFINICION RIGUROSA DEL LIMITE

Definicion 1.1. Sea la funcion f: R - Ry x, € R un punto de acumulacion del Dom(f). Se dice
que el nimero L es el limite de f(x) cuando x tiende a x,, que no necesariamente x, € Dom(f), si y s6lo
si para cada nimero real € > 0, existe otro nimero real § > 0 tal que, si x € Dom(f) y 0 < |x — x| < 6,
entonces |f(x) — L| < € [1-6]. Dicho en forma simbolica (véase la figura 1.9).

xlg}r{l f) =L [(Ve>0,36>0)/(x eEDom(H) A0 < |x—xo| <) = |f(x)—L| <e]. (1.5)

Por la propiedad del valor absoluto se tiene:
0<|x—xp| <8 =2 (m6<x—x<EAx#*x9) = (xg—F<x<x5+5AX #* x)
& x € ((xg—8,x0+ 6) — {x0}) = x € V5 (xo). (1.6)
Como consecuencia de la proposicion (1.6), se tendra un nimero muy pequefio pero positivo, es
decir: € > 0. Entonces, si se aplica la propiedad de valor absoluto en la desigualdad |f(x) — L| < ¢, se
tiene:
Ifx)—Ll<e © —e<flx)-L<e = L—-ec<f(x)<L+c¢
o f(x)e(l—¢e L+e) = f(x)eV.(L). 1.7)

Se debe tener en cuenta las siguientes aclaraciones con respecto a las proposiciones (1.6) y (1.7)

e Las letras griegas épsilon ¢ y delta § representan nimeros reales positivos que se acercan al
cero, por lo general se escoge 0 < § < 1y se expresa § en funcion de ¢

e Alintervalo (x, — &, xo + 8) — {x,} se le llama vecindad reducida de centro en x, y radio § y
se representa como Vy (x,)

e Al intervalo (L — &, L + ¢) se le llama vecindad o entorno de centro en L y radio € y se
representa como V,(L).

Con respecto a la proposicion (1.5), también se puede sacar las siguientes conclusiones:

e Si Dom(f) N ({xq — 8, xo + &) — {x0}) # ¢, entonces x, es un punto de acumulacion del

Dom(f).

e SiDom(f) N ({xqg— 8, xy + &) — {x}) = ¢,entonces x, no es un punto de acumulacién del
Dom(f), es un punto aislado y ocurre que el limite de la funcién en x, no es Unico.

VA

e Vs (xo) >
L+¢ O

y=f) T
: V(L)
f(x)
L—¢
Xg—6 x X Xo+ 6 >

Figura 1.9. Representacion gréafica del limite de una funcién [2, 3].

6
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1.2.2. PASOS A SEGUIR PARA DEMOSTRAR LA EXISTENCIA DE LIMITE

1. Se descompone |f(x) — L| < & en mas de un factor, uno de los cuales necesariamente tiene que
ser: |x —xo| < &eereee (1.8), esto es |x — xqllg(x)|, donde |g(x)| representa los factores de
|f(x) — L| < & diferentes a |x — x,| [1, 5, 6].

2. A continuacidn, se busca acotar a |g(x)|, hallando los nimeros positivos 6; y M, para los cuales:
lx = xo| <8 — [g(x)| <M [1, 6].

El valor de M se obtiene asignandole un valor inicial a § = §; segun la forma que tenga la funcion
f:
e Silafuncidn f es un polinomio de variable real, se elige §; = 1.

e Si la funcién f, es de la forma: f(x) = P(x)/Q(x), tal que Q(x) = (x —a)(x — b) --- -+ ,
donde x = a, x = b, etc., son asintotas de f, se elige la mas cercana a x,. Suponiendo que la

, 1
mas cercana sea x = a, se hace §; = 5 lxo — al.

¢ Si la funcion f, contiene radicales de indice par, el acotamiento de |g(x)| se realizara a partir
del dominio de f.

3. Unavez elegido §;, se construye |g(x)| partiendo de |x — x,| < 8, [1, 6], entonces:
lx = xollg ()| < & A9y lg) <M (1.10)
Si se multiplica las desigualdades (1.8) y (1.10), se tiene que: |x — x,||g(x)| < M§ -+ (1.11)
Comparando las desigualdades (1.9) y (1.11), se tiene que: § = ¢/M.

Se escoge & como el menor o minimo entre §; y /M, esto es: § = min(8;, /M ).

Al hallar una relacion entre § y €, se puede decir que se ha concluido la demostracion de:
lim f(x) =L.

X—Xg

Ejemplo 1.5. Demostrar que: lin%(Zx —-3)=1,x€[-2,5).
xX—

Solucién.

Aplicando la definicion de limite

lirr21(2x—3)=14:> (Ve>0,36>0)/<x€[—2,5)A0<|x—2|<6>:|(2x—3)—1|<s
x—

Hipotesis Tesis
Aplicando los pasos para la demostracion de limite:
[x —2| <6. (D1-1.5)
&
[2x—4|<e = 2x—-2|<e = |x—-2|<=. (D2-1.5)

2
Comparando las desigualdades (D1-1.5) y (D2-1.5), se tiene que: § = ¢/2.
Por lo tanto queda demostrado que: }Cl'_r)r%(Zx —-3)=1,x€[-2,5).
Ejemplo 1.6. Demostrar que: }Ci_r}}(sz —x+1)=2,x€ ([0,1)u (1, 3].
Solucion.

Aplicando la definicion de limite
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Iim(2x? —x+1) =2
x—1

=

(Ve>0,36>0)/<x€([0,1)U(1,3])AO<|x—1|<5>:>|(2x2—x+1)—2|<s
Hipotesis Tesis

lx— 1] < 6. (D1-1.6)
|[2x2—x+1)-2|<e & |2x?—x—-1)|<e © |x—1|]2x+ 1| < e. (D2-1.6)

Entonces, como la funcién es polindmica se elige un §; = 1y se construye |2x + 1|, partiendo de
lx— 1] < 6.

=2 lx—-1l<1l e -1<x-1<1 e 0<x<2©0<2x<4 & 1<2x+1<5
> |2x+1/<5=M. (D3-1.6)
Luego si se multiplica las desigualdades (D1-1.6) y (D3-1.6), se tiene que:
lx — 1]|2x + 1| < 56. (D4-1.6)
Comparando las desigualdades (D2-1.6) y (D4-1.6), se tiene que:
56=¢ = §=¢/5 = 6 =min(1, /5).
Esto significa que se debe escoger un § que sea el minimo entre 1y €/5.

Por lo tanto queda demostrado que: lin}(sz —x+1)=2,x€([0,1)u(1,3).
xX—

Se puede notar de la figura 1.10, que f no esta definida parax = 1, puesx € ([0, 1) U (1, 3]), lo
cual indica que el punto (1, 2) no pertenece a la grafica de f. Sin embargo, aplicando la definicion de limite
se ha encontrado el valor correspondiente para f(x) cuando x tiende a 1. Entonces, los entornos que
corresponden a las coordenadas del punto (1, 2), se pueden escribir como V5 (1) =(1—- 6,1+ 6)— {1}y
V.(2) = (2 — ¢, 2 + &), respectivamente.

Al hallar unarelacion entre & y &, se esta demostrando que existe el entorno V,(2) =(2 — &, 2 + ¢)
y por ende existe el limite de la funcién (L = 2), pues 2 esta dentro del intervalo (2 — ¢, 2 + €).

fx)
2+¢

1-6 1 1+6

Figura 1.10. Ilustracion grafica del limite de f(x) = 2x? —x + 1, x € ([0, 1) U (1, 3]), cuando x tiende
al.
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Ejemplo 1.7. Demostrar que: 11'rr% V9 —x2=+/8.
xX—

Solucioén.

Aplicando la definicion de limite

lim+/9 —x2=+8

x—1

= (Ve>0,5|6>0)/<x€[—3,3]A0<|x—1|<5>:|\/9—x2—\/§|<£

Hipotesis Tosis
lx — 1] < 6. (D1-1.7)
1—x2
JI—x2—8|<e = ’—‘<e = |1-
| | V9 —x2 ++/8 — x2
= |x—1|| +1|| ! ‘< (D2-1.7)
x —1||x —|<c -1.
V9 —x2++8
Atd|+1|| ! | tiendo del dominio x € [—3, 3]
cotando |x —————|, partiendo del dominio x € [—3,
Y V9 —x2 ++/8 P
—3<x<3 > -2<x+1<4> |x+1/<4 (D3-1.7)

—3<x<3>>0<[x|<3=2>0<|x?’<9>0<x’°<9>-9<—x?<0>0<9-x%2<9

1 1 1
> 0</9-x2<3 > V8</9-x2+V8<3+V8 = < <—=
3+vV8 Vo—x2++/8 V8
‘ ! |< ! (D4-1.7)
S | < — -1.
Vo—x2++8|” V8
Multiplicando las desigualdades (D1-1.7), (D3-1.7) y (D4-1.7), se tiene que:
> | 1]] +1|| ! ‘<45=> - 1] +1|| |
X — X —_—— —_ X
Vo —x2++8| V8 V9 —x2+\/_
= |x —1f| +1|| ! |< (D5-1.7)
x—1f|x ——| <= -1.
Vo—xZ+v8 V2

Comparando las desigualdades (D2-1.7) y (D5-1.7), se tiene que: 26/v2 = € = § = /2¢/2.

Por lo tanto queda demostrado que: lin} Vo —xZ =+/8.
x—

En este caso la funcioén f si esta definida para x = 1, pues x € [—3, 3], entonces el punto (1, \/§)
pertenece a la grafica de f. De esta forma, los entornos que corresponden a las coordenadas del punto
(1, v8) se representan como: Vs(1) = (1 — 8, 1+ 8) y V,(V8) = (V8 — &, V8 + &), respectivamente.

De los ejemplos 1.6 y 1.7, se puede concluir lo siguiente:

e Six, ¢ Dom(f), entonces el entorno para x, necesariamente es:
Vs (xg) = (xg — 8, xg + 8) — {x0}, pues f(xy) no existe.

e Six, € Dom(f), entonces el entorno para x, es suficiente expresarlo como:
Vs (xo) = (xo — &, xo + &), pues f(x,) existe y lim f(x) = f(x).
X—Xq
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-1 1 3

Figura 1.11. Ilustracion gréfica del limite de f(x) = V9 — x2, cuando x tiende a 1.

Ejemplo 1.8. Demostrar que: lim & — /20 +1 _ 1
jemplo 1.8. Demostrar que: lim 5x — 1] =7

Solucion.
Determinando el valor de [x — (1/5)].Six > 1 = [x—-(1/5)]=[1-(1/5)] =[4/5] =0

Recuerde que: 0 < 4/5 < 1 = [4/5] = 0.

5x—1 >1
x—-1 x2¢

[5x — 1] = 1
1-5 <=
X, x <t

Six->1= |5x—1|=5x—-1

IV X €V5) R SEPIRS S
1 |5x—1]  xi5x—1 4

Aplicando la definicion de limite, se tiene:

) 1 1 1
}cl—I»T}Sx—l_Z(:) (Ve>0,§|6>0)/<xEDom(f)/\0<|x”—1.|<6>$|5x_1—z <e&
Hipotesis —_—
Tesis
lx—1] < 6. (D1-1.8)
| 1 1|< N 4—(5x—1)< N 5—5x < $5|1—x < :5 x—1 <
5x—1 4 °¢ 4Gx—1 | 2 T laGx—Dl S T a5k =1l SF T alsx—1| ¢
Note que: [1— x| = [x — 1]y |22 = |2 ] 1x 1y
oequeli =X =1x = y|5x—1|_|5x—1|x_
=>| U oleoq <2 D2-1.8
Sx— 1] 5 (D2-1.8)

En este caso, la Gnica asintota es x = 1/5.

Encontrando el valor de §;



LIMITES Y CONTINUIDAD

Acotando a partir de §;

- 1] <2
X 5"
= 2< 1<2=>3< <7=>3<5 <7 =>2<5 1<6=>1< ! <1
5% 5~ 5°%°5 x x 6 5x—1 2
| ! |<1—M D3-1.8
5x—1/ 27 (D3-1.8)
Multiplicando las desigualdades (D1-1.8) y (D3-1.8), se tiene que:
| ! -1 <2 D4-1.8
5x—1]* 2’ (D4-1.8)

Comparando las desigualdades (D2-1.8) y (D4-1.8), se obtiene:

_4e 5_85:5_ . (2 88)
—5=>—5 —m1n5,5.

N| S

oo [x—-Q@/5)1+1 1
Esto demuestra que: }CI_I}}W =7

La figura 1.12, muestra que el limite de f(x) = 1/(5x — 1) cuando x tiende a 1, es 1/4. Para
este caso, la recta x = 1/5 = 0.2 representa una asintota vertical de la funcion; esto indica, que a medida
que x se aproxima a 0.2 por la derecha, el valor de f(x) tiende a ser muy grande.

.Y
B L
2.8
2.6 |
2.4
2.2 |
N
1.8
1.6 |
1.4 f(x)
1.2 |
1
08 | (1/4) +¢
0.6 . 41/4
0.4 l A/ -e x
02 I 1-6 1 1+6
0
002040608 1 1.214161.8 2

Figura 1.12. llustracion grafica del limite de f(x) = 1/(5x — 1), cuando x tiende a 1.

. ) 1 1
Ejemplo 1.9. Demostrar que: Llﬂm = E

Solucion.

Aplicando la definicion de limite

11
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i 1 1
M x—2)(x-3) 2

o [(ve >0, 36>0)/<xE(R {2, 3})/\0<|x—1|<6>=>|m %|<g

Hipotesis

Tesis

lx—1] < 6. (D1-1.9)
| 1 1|< =>|2—(x—2)(x—3) —x?>+5x—4 <
G-2-3) 217 [2G-2x-3) 22— -3)| "¢
x> —5x+4 < (x—1D(x—-4) < =>1| 1l <
26—-20x-3)| T 2—2x—3)| ~ ¢ T 2T T, 3|~ ¢
= |x— 1||x—4|| ||— < 2¢. (D2-1.9)
La asintota més cercana a 1 es x = 2, entonces:
6, = ! [1-2] =
1 — 2 -
Acotando a partir de §,
1<1=> 1< 1<1:1< 3 7< 4 >
[x [ > > x > > x < > ES > X < >
7
> lx—4<3. (D3-1.9)
<x<=- = 3< 2 < L > —2< < 2
2°%%7 27 2 x-2°73
= |x_2 <2. (D4-1.9)
<x< 3 = > < 3< 3 = 2 < ! < 2
2°%S7 257 2 3°%x-3°75
= < —=. D5-1.9
|x—3 3 ( )
Multiplicando (D1-1.9), (D3-1.9), (D4-1.9) y (D5-1.9), se tiene:
be =11 (7) ()
ﬁ — — — —
X X > 3
—1llx — 4 D6-1.
= x - 1lx || ||x_3 (D6-1.9)

Comparando las desigualdades (D2-1.9) y (D6-1.9), se tiene que:

= 2¢ = = min 2 7
or lo tanto queda aemos rado que: 1111( )(x _ 3) .

12
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Ejemplo 1.10. Un joyero ajusta un anillo de tal manera que su circunferencia interna es de 6 cm.
a) (Cual es el radio del anillo?
b) Si la circunferencia interna del anillo puede variar entre 5.5 y 6.5 centimetros, ¢cuanto puede variar su

radio?

c) Utilizar la definicion de limite para describir esta situacion e identificar § vy €.

Solucién.

a)

La longitud de una circunferenciaes: L, = 2nr, donde r es el radio de la circunferencia. Entonces

el radio del anillo es:

b)

[1]
(2]
(3]

[4]

(5]

6]

6
r= E = ﬂ = 0.9549 cm.

Si L puede variar entre 5.5 y 6.5 centimetros, entonces:

5.5 6.5
55<L;<65=>55<2nmr<65 = E<r<% = 0.8754 <r < 1.0345

Esto indica, que el radio del anillo puede variar entre 0.8754 y 1.0345 centimetros.

55<Lc<65=6-05<L.<6+05=> —05<L.—6<05

= 0<|L,—6|<0.5. (D1-1.10)
5.5< <6.5=}'6—0.5< <6+0.5:> 0.5< 6<0.5
21 " 21 21 r 21 2m " 2n 2w
= —0.0796 <r —0.9549 < 0.0796 = 0 < |r — 0.9549| < 0.0796. (D2-1.10)

De las desigualdades (D1-1.10) y (D2-1.10), se puede concluir que:

lim L.= lim (2ar)=6.
750.9549 7-0.9549

Donde § = 0.0796y e =0.5.
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EJERCICIOS PROPUESTOS
GRUPO 1

En los ejercicios del 1 al 6, completar la tabla y utilizar el resultado para estimar el limite.

T x—2
C x2—x—2
X 1.9 1.99 1.999 | 2.001 2.01 2.1
f(x)
2 vi—x-—2

lim
x——3 x+3

X —3.1 | —3.01 | —3.001 | —2.999 | —299 | —2.9
f(x)
3 i x%—4
xlzg x—2
X 1.995 | 1.996 1.997 | 1998 | 1.999 | 2.001 | 2.002 | 2.003 | 2.004 | 2.005
f(x)
sen x
4, lim
x>0 X
X —0.1 | —0.01 | —0.001 | 0.001 0.01 0.1
f(x)
1—cosx
x—-0 X
X —0.1 | —0.01 | —0.001 | 0.001 0.01 0.1
fx)

6. lim(1+x)V*
x—0

x —0.02 | —0.015 | —0.01 | —0.005 | 0.005 | 0.01 | 0.015 | 0.02
f&x)

En los ejercicios del 7 al 20, demostrar que existe limite.

7. lim(4x?2-2x+1)=1 8. lim(B3—-x?)=-1
x—0 x—-2

9. 1in3(1 +x)3=1, x € ([-1,0)u{0, 1] 10. liml\/4 —x2=1/3
xX—> xX—

11. 1ing\/5—x2=1 12. lirr;\/4—x:\/§
X— xX—

13. 1 = 5. x € (0.9 U9, + o)) 14 hm o F ]
i mp T 0O e S
15 lim —*— = _3 16. 1im (——*)=1
T asxz—4 5 'xlr?/z(|x|—[[x]])‘

) 3x —2 ) 1
17. Jim, (7= pgy) =1 18 = =3

14
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2

x
=1, x# 12 20. lim

19. lim =—6,x # -3
x-2 |x| -2 x~>-3 X +

En los ejercicios del 21 al 24, determinar el valor de § > 0, para el valor de ¢ dado

21. lim (7x+2) =23, £=0.07 22. lim x2-3)=1, £=0.01
X— X—
R. § =0.01. R. § =0.002.

x—1 1

23. im (x?—-3x+5)=5, £=0.04 24. lim Vx =—, £=0.013
x-3 -1 x—1 2
R. § =0.01. R. 6§ = 0.026.

25. Un fabricante de articulos deportivos disefia una pelota de golf que tiene un volumen de 2.5 pulg3. Si
el volumen puede variar entre 2.48 y 2.52 pulg? . Utilizar la definicion de limite para describir esta
situacion e identificar 6 y «.

R. lim v= lim ((mr?) =25 6=0002ye=002.

r—0.842 7—0.842

1.2.3. UNICIDAD DEL LIMITE
Teorema 1.1. El limite de una funcion existe y es Gnico [1, 2], es decir:

lim f(x) =L,y lim f(x) = L,, se verificaque L; = L,. (1.12)
X—-Xg X—Xq

Ejemplo 1.11. Demostrar el enunciado (1.12)
Solucion.

Sive, =¢, =¢/2,36; > 0,35, > 0. Entonces de la definicion de limite se tiene que:

lim f(x) =L,

X—Xo

< [(Ve; > 0,36, > 0)/(x € Dom(f) A0 < |x —xp] < 61) = |f(x) — L] < &]. (D1-1.11)

lim f(x) =1L,

X—X0

o [(Ve, > 0,38, > 0)/(x € Dom(f) A0 < |x — x| < 68,) = |f(x) —L,| <&)]. (D2-1.11)

Como x, es un punto de acumulacién del Dom(f), f debe estar definida en algin punto x; = x,
del intervalo (x, — &1, xo + 61) N (xo — 8, xo + &), entonces si este punto x; € Dom(f), se satisface:

0 < |x —xo] < 6 = min(6y, 6,)
ILy = Lpl = |Ly = f(x1) = Loy + f )| = [=[f (1) = Ly + [f (xq) — Lol
Por la desigualdad triangular se tiene que:
Ly — Ly < 1f(xq) — Lyl + |f(x1) — Lyl (D3-1.11)
De las desigualdades (D1-1.11), (D2-1.11) y (D3-1.11) se deduce que:

Ly —L,| <& +e& =Ly — L] <eademase >0 = L; —L,=0=L; =L,. Por lo tanto,
queda demostrado que:

15
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lim f(x) =L,y lim f(x) = L,, se verificaque L; = L,.
XX X—=Xo

1.2.4. LIMITE DE UNA FUNCION INTERMEDIA O TEOREMA DEL SANDWICH

Teorema 1.2. Sean la vecindad Vi (x,) y las funciones f, g y h, tales que x € V5 (x,), 8 > 0.
Donde f representa la funcion intermedia entre h y g [1-3] (véase la figura 1.13), entonces se cumple que:

h(x) < f(x) < g(x). (1.13)
lim h(x) = lim g(x) =L = lim f(x) = L. (1.14)
Yy
h(x)
L+e
f()
L
L—¢
9(x)
» X
Xo — ) X0 Xo + 6

Figura 1.13. llustracion gréfica del teorema de sandwich.

Ejemplo 1.12. Demostrar el teorema de sandwich.

Solucion.
Sean &€ > 0,8 > Otalesque si 0 < |x — x,| < & satisface la desigualdad (1.13)
Para cada € > 0, existe un §; > 0, tal que:

lim h(x) =L

X—Xg

= [(VS > 0,36, > 0)/(x € Vgl(xo)/\O < |x — x4l < 51) = |h(x)—L| < e].

|h(x) — L| < &. (D1-1.12)
lim g(x) =L
X=X

=) [(Ve > 0,36, > 0)/(x € Vs, (xg) A0 < |x —xo| < 52) > |glx)—L| < 5]

lglx) — L] <e. (D2-1.12)

16
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Eligiendo &, y &, tan pequefios que las vecindades Vg, (xo) y Vs, (x,) estan contenidas en la
vecindad Vs (x,) y si 8 es el mas pequefio entre §, y &5, es decir: § = min(4;, 8,).

Entonces para que x € Vs (xy), § > 0 se cumplen (D1-1.12) y (D2-1.12), de lo cual se tiene que:
[lh(x) - Ll <e=>-e<hx)—L<e]lA[lglx)—Ll<e>-e<glx)—L<e]
S[L—e<hlx)Arglx)<e+L].
Como h(x) < f(x) < g(x), entonces:
L—e<h@)<fx)sgx)<e+lL=>L—e<fx)<L+e>-=c<fx)—-L<e
=>|f(x)-Ll<e (D3-1.12)

La desigualdad (D3-1.12), indica que lim f(x) = L. Por lo tanto, queda demostrado el teorema
X—=Xo
de sandwich.

1.3. PROPIEDADES OPERACIONALES DEL LIMITE

Sean f'y g dos funciones reales, tales que: lim f(x) = L y lim g(x) = M. Figueroa [1], Mitacc
x—-a x—-a

y Toro [2], Venero [3] y Espinoza [4], mencionan que, para empezar a calcular los limites, es necesario
conocer las siguientes propiedades y ecuaciones que se dan a continuacion:

a) lim [f(x) £ g()] = lim f(x) £ lim g(x) =L+ M

b) lim [f(x) - g(0)] = lim f(x) - lim g(x) = L - M

f(x) hm f(x)
©) alcl—>a g(x) llm gx) [ ] M’

‘ -1
d f(x)] [ g1 _ [ Imgt) _[M]_l—L M #0
) Ml TR el T mre| TlTl T
xX—a
n
e lim[f@]"=[limf()] . ner
x-=a x—-a
) lim () = /}161311 f(x)=VL, neR
g limlf@|=|limfe)| =1Ll
También, es necesario conocer lo siguiente:
xn — yn
pp—— = (x4 yx™ 2 4 y2xS 4o +y* 1), nezt (1.15)
xn — y‘l’l
. — (xn—l yx X2 +y2 n-3 ......_yn_l),nespar (1.16)
xn+ n
X+ i = ("t —yx"TE 4 Y2 — e+ Y™, mes impar (1.17)

17
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,v— \/— (\/x"1+\/_\/x"2+\/_ X3 4 oenen +ny"‘1),n€Z+

= (Vam T+ YyxmZ 4+ Yfy2an s e 4 \yn D) ne Tt

7{/—+\/— (\/F \/_\/W‘F\/_W '—W),nespar

= (Va1 = Yyxm=2 4+ y2an=3 — oo = {fy™1) mees par

T{/J_C:}:/_ (\/x" 1— \/_\/xn2+\/_\/x” 3 — ),nesimpar

= (Va1 — Yyxn2 + Yfy2xn=3 — oo 4+ fy™1), nes impar

1.4. LIMITES DE LA FORMA

Limites

(1.18)

(1.19)

(1.20)

Los limites de la forma 0/0, son de funciones racionales en la cual al reemplazar directamente el

valor de x, resultan cero tanto el numerador como el denominador.

El calculo de estos tipos de limites consiste en aplicar artificios algebraicos, de manera que se
elimine el factor que hace cero el denominador cuando se reemplaza directamente el valor de x; para esto,

también se debe tratar de que ese factor aparezca en el numerador.

x—1
Ejemplo 1.13. Calcular el siguiente limite: 1im [7] .
X—

1|¥x—1

Solucién.

Aplicando la ecuacion (1.18), se tiene:

(V3 - 1) (V27 + Va8 + 85 + Vo + Vo3 + Y2 + Vx + 1)
(Va7 + Vb + Va5 + Vot + Vb + Va2 + Vx + 1)

V- 1=

x—1

T+ S+ Ve + B+ a2+ 1)

1 (Ve + 3+ a2+ Yx+ 1) (\/_+\/_+\/_+\/_+1)

-1 M- D)o+ Vo + Ve +1) x—1

Como se puede dar cuenta, el factor que hace cero el denominador es: (x — 1)

Este factor debe aparecer en el numerador y denominador, de manera que pueda eliminarse

y [8\/ -1 iy -+ V3 + Va2 +Yx +1) L
fm im =
=1 — 1] =1 (= D)(Va7 + Vb + VoS + Vet + Va® + Va2 + Y + 1)

(V" + Va3 + Va2 + Yx + 1)
X*l(\/_+§/_+§/_+*i/_+*i/_+‘i/_+‘i/—+1)

18
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Aplicando la propiedad c)

lim (* + V% + VaZ + Yx + 1) 5
X—

L= =2
lim (V7 + VxS + Vas + YVt + S + a2+ Vx +1) 8
X—

Wolfram Research [5], indica que, para calcular el limite de una funcién con el programa Wolfram
Mathematica, la sintaxis es:

Limit [expr, x = x,]. (1.21)

Entonces, para este ejemplo, el calculo del limite con el programaWolfram Mathematica, es como
sigue:

8

x -1
In[1]:= Limit[ ; X 1]
5

x -1
5
Out[1]= —
1 5

) o o (VBx? + V4xE
Ejemplo 1.14. Calcular el siguiente limite: llm2 i1 |
xX—o— —

Solucién.

Aplicando la ecuacién (1.20) en el numerador y la ecuacion (1.16) en el denominador, se tiene:

8x2 + 4x3 8x% + 4x3
V8x2 + 4x3 = . . . . . =
Y (8x2)* — {/4x3(8x2)3 + {/ (4x)2(8x2)2 — {/8x2(4x3)3 + 3/ (4x3)* CG1
cG1

x*—16=x*—-2*=(x+2)(x® — 2x?> + 4x — 8)

Entonces, el limite queda:

. V8xZ + V4x3 o 8x?% + 4x3
oo\ T x4 =16 ) T B x + 2)(x3 — 2x% + 4x — 8)(CG1)

Y 4x%(2 + x)
T e+ 2)(x% — 222 + 4x — 8)(CG1)

ok 4x2 ~ 16
= 3 — 2x2 + 4x —8)(CG1)  (—8—8—8—18)(80)

_ 16 1
T~ (32)(80) 160°

Si x - —2, entonces limz(CGl) =16+16+16+ 16 + 16 = 80.
xX—>—

Como x — —2, el valor de la expresién /4x3 es negativo: 3/4(—2)3 = /=32 = —2. Los
programas matematicos como Wolfram Mathematica y Matlab, no aceptan a las raices con indices impares
de nimeros negativos como nimeros reales, entonces a la expresion Y/4x3 se le puede escribir: —3/—4x3.
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De esta manera la cantidad que estd dentro de la raiz serd una cantidad positiva, es decir:
—4(-2)3 =

Entonces, el calculo del limite con Wolfram Mathematica es:

—‘3/—4}{3

In[2]:= Limit[ ; X —2]
x*-16
1
oute]= - ——
160
Ejemplo 1.15. Calcular el te limite: i 2T 1+ VX + T =2
emplo alcular ¢ Sl u1ene mite: I1m
yemp s *=0 x—xvx+1

Solucién.

Como se puede dar cuenta, no se puede racionalizar directamente. Para este caso se deben agrupar
las expresiones algebraicas, de manera que cada expresion algebraica se haga cero al reemplazar el valor
de x, tal como se muestra a continuacion.

Ve + 1+ VxS +14+x%2-2 ” 3 +1-1)+ (VxS +1—1) +x2
m = 11mm =

x-0 x—xVvx+1 x-0 x—xvVx+1

Aplicando la propiedad a)

L lim (\/x3+1—1) (\/x5+1—1) x?
%50 x—xvx+1 x—>0 x—xvVx+1 X*Ox—x\/x+

Calculando los limites por separado

, (\/x +1-1) (3+1-1) GH(A+Vx+1)
L; =lim = lim = lim
x-0 X —xvVx+1 x_’OX(l—\/X'F ) xﬁox( x)[\/(x3+1)2+\/x3+1+1]

— lm (1 +Vx+1) 0 (1+V0+1) _
S D+ Vet 141 VO F DR+ V0T R+ 1]

3
Vxd+1 -1

nEr= Ly = Limit[— ; X 0]
X-xVx+1

outf3= 0

Loy (\/m—ﬂ_l, (x5+1-1)
270 x—xVat 1 *0x(1— Yxt1)

~ lim (xs)(1+ Vx + )
(- ) [+ D+ Y+ DT + Y@+ D? + VG + D) + 1

lim H(1+ Vx+1)
x*"[\/(xs + D+ YOS+ 13 + Y+ D2 + Y5+ 1) + 1]
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_ 03)(1+ Vo +1) _
[+ D% + Y5 + 17 + Y0+ D% + Y05+ 1) +1]

5
x°+1 -1
ndj= Lg = Limit[— , X o 0]

XxX-xVx+1

outja]= 0
x? x? x2(1+Vx+1)
L; =lim————=1im = lim =-lim(14+vx+1
T xs0x—x vx+1 x>0 x(l —Vx+ ) x-0 x(=x) x—’O( )

=—-(1+vo+1)=-(1+1)=-2

x-xVx+1

= Ly = Limit[ , X 0]

outs]= - 2

‘sfx3+1 +‘€/x5+1 +x2-2

= L = Limit[ . X 0]
X-xXxVx+1

outlgl= — 2

Ejemplo 1. 16, Calcular ol siguiente limite: lim Xt 2= ¥>% -+ 7 = ¥x~ 1
em 01 . Calcular ¢l siguiente limite: 11im
yemp £ =2 Sx—24+\Vx+2—

Solucioén.

Aplicando el mismo criterio del ejemplo anterior.

-1 Vix+2 —V5x2+7-VYx—1
= lim
2 Bx—2+4x+2-2x

i T2+ (VT (- )
lim (Bx—2-2)+(Vx+2 -2)+(4—-2x2)

Aplicando la propiedad a)

i (V7x+2-4)
xlﬁz(\/sx— —2)+(Vx+t2 -2)+(4—2x)
- lim (3 —35x2 )
x2(V5x—2-2)+(Vx+2 —2)+ (4—2x)
= lim (1 —Va - )

x—>2(\/5x— —2)+(\/x+ —2)+(4 2x)
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Evaluando cada limite por separado y aplicando la propiedad d)

_y (V7x+2-4)
a:—n?z(\/Sx— -2)+(Vx+2 —-2)+(4—2x)

[ (Vsx—2-2)+(Vx+2 —-2)+(4— 2x)]
= (V7x+2-4)

[1 (V5x — _2)+1 (Vx+2 -2) i (4 -2x) ]
=2 (V7x+2-4) x2(V7x+2- ) 2 (7x+2 —4)

Calculando por separado los limites que estan dentro del corchete

(x-2-2) e (5x —10)(N7x + 2 + 4)
(VTR T 2-4) T (7x— 1) [ Gor - 207 + 2Vx 2 4+ 4]

=El (x—2)(N7x+2+4)

7’“2(x 2)[i/(5x—2)2+2i/5x—2+4]

51 (V7x+2+4)
7x"2[i/(5x—2)2+2\/5x—2+4]

_5 7@ +2+4) _5 (“4+4 _10
T/G@ 27 +235@) —2+4] 7 [4+4+4 20

3
5x-2 -2
n7p= Limit [ —  , x- 2]
Tx+2 -4
10
ourE —
21

e (Vx+2 -2) . x-2)(V7x+2+4) 1 1. (x—2)(V7x+2+4)
%52 (Vix+2-4) =2(7x—14)(Vx+2 + 2) 72 (x—2)(VX+ 2 +2)

(\/7x+ +4) 1[J7@)+2+4]
g (Vx+2+2) 7 (V2+2 +2)

1
7

1M+4)_2

“72+2 7

Vx+2 -2
VTx+2 -4

In[8]:= Limit[ ; X = 2]

Mo

out[s]= —
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i (4 —2x) ol (x-2)(V7x+2+4) 2, (x—2)(V7x+2+4)
lim (VTxt1z-4) ‘== (7x — 14) =TT x—2)

- DR T2+ 4) = S [JTD T2+ 4] = 24t ) =

4-2x
n]= Limit [ —_— X 2]
Vix+2 -4
16
out[9]= — 5
L 10 2 16" ¢ 327" 21
i (z+7‘7) = _ﬁ) T
VTix+2 -4
Inf10]:= Lj = Limit[ ; X 2]
(\/35::-2 -2) " (’\/x+2 -2) v (4-2%)
out[10]=
T32
i (3-5x2+7)
m
w-2(Bx=2-2)+(WVx+2 —2)+ (4 —2x)
[1, (Vsx=2-2)+(Wx+2 -2)+ (4 - Zx)]_l
= |llm
x-2 (3-V5x2+7)
[1 (Vix-2-2)  (aF2-2) . (4-20 ]
m
%2 (3 —3/5x2 +7) H(s—m) X~2(3—§/5x27+7)
Calculando por separado los limites que estan dentro del corchete
(\/5,5—__ 2) . (5x — 10) [9 +3V5x2 +7 + /(5x2 + 7)? ]
m
x2 (3 —5x2+7) %2 (20— 5x2) [\/(Sx —2)2+23/5x -2 + 4]
(x—2)[9+3¥5x7+7 + Y Gx? + 77
= lim
2 (4-x2) [{Gx =27 + 2¥5x — 2 + 4]
(x—2)[9+ 3522 +7 + Y GxZ + 707
= —lim
2 (x—2)(2+x0) [YGx— 27 +2¥5x — 2 + 4
[9 +3V5x2+7 + /(5% + 7)2]
= —lim
2 (x +2) [}/ Gx = 27 + 2352 — 2 + 4
0+3Y5@2+7 + YB@7 + 712 27) 9

e+ [[B@-2P+25@ —2+4] @12~ 16
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3
bx-2 -2
In[11]:= Limit[—, x—>2]

3
3—‘\/5x2+7

out[11]=

16

L (EFz-2) G- |9+ 352247 + (527 + 7)7]
02 (3 35x217) w02 20— 5x)(Vx £ 2 + 2)

1 G—2)[9+3¥5xZ+7 +3(GxZ +7)2]

5 x02 (x—2)(x+2)(Vx+2 +2)

1 [9 +3V5x2+7 + 3/ (5x2 + 7)2]
= ——=1im

5x-2 (x+2)(Vx+2 +2)

_1[9 +335272 + 7 + 527 + 7P 1 (94949)

5 C+2(VZ+2 +2) T 52+22+2)
27
80
Vvx+2 -2
In[12]:= Limit[— ; X > 2]
3-5x24+7
out[12]=
27
80
G- (6-2) o+ 3Y522+7 + Y GxZ + 707
223 -sx2+7)  xw @0 -5x9)

2 (—2)[9+3V5xZ+7 + 322 + 7))
5 1m CEDICED)

2 [9+3§/5x2+7+i/(5x2+7)2] 2(9+94+9) 27
5 v G +2) "5 (2+2) 10

4-2x

3
3—‘\/5x2+7

In[13]:= Limit[ X 2]

out[13]=

10
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LIMITES Y CONTINUIDAD

9 27 27)‘1 ( 9 189)‘1 B (144)‘1 80 5

L, = J— P _
= h2 (16 30 T 10 16 T 80 80

T 144 9
3- 3'5x2+7

(m—2)+( x+2—2)+(4‘2x)

4= Lo = Limit[

,x—)2]

out[14]=

o | U

= lim (1—4x— )
w2 (V5x—2-2)+(Vx+2 —2) + (4 — 2x)

[ (Vsx—2-2)+(Vx+2 -2)+(4- Zx)]
x—>2 (1—\/XT)

w2 (1-Yx—1) *2(1-¥Yx-1) + limg (1-¥Yx-1)

[llm(VSx— 2) o (FZ-2) (4 — 2x) ]_1

Calculando por separado los limites que estan dentro del corchete

(E=z-2) | (5x-10) [1+YG =D+ Y- D2+ Y& — 17
1m
-1 (2 -2 [3/Gx—2)7 +235x = 2 + 4]

» @-2)[1+YG-D+Ya - D+ Y- 1]
= SO [¥/Gx—2)7 + 235x =2 + 4|

i [1+‘{/(x —D+ Y -2+ (x— 1)3]
TR [V Gx=2)7 + 2352 =2 + 4

51+1+1+1) 5

4+4a+4) 3

3
5x-2 -2

1—‘V4x—l

In[15]:= Limit[ , X > 2]

out[15]=

5
3

(rFz-2)_ (-2 [14+G =D + Y- D2+ G- D7

Vo) 8 -0 z+2)
G-+ Ya - D+ Y- D2+ VG- 1)
=0 (x-2)(Vx+2 +2)
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Ve DAV PV st B

=i (Vx+2Z +2) 2+2)

X+2 -2

In[16]:= Limit[—
4

1-vx-1

,x—>2]

out[16]=
-1

2(x - 2) [1+YG = D + Y& — D2 + Y& - D7

= lim )

= 2im |14+ =D + Y& = D7 + Y& - 7| = @(+1+1+1) = 8

4 -2x
In[17]:= Limit[ , X = 2]

4

1-vx-1

Out[17]=
8
e (R I €
37\ 3 ~\ 3 “\3 T 16°

l—‘\/qx—l

; X 2

npg= La = Limit[

(mz) e (Vxrz -2) v (a-2)

out[18]=

21 5 3 —-189+160+54 25

L=L 4L, +Ly= o= ==
= 1tletls=—32+5%7% 288 288

V7x+2 -\3/5x2+7 —'\/4x—1
R x—)2]

\3/5x-2 +Vx+2 -2x

In[19]:= Limit [

out[19]=

288

og)(x+1
Ejemplo 1.17. Calcular el siguiente limite: }Ci_r)rzlgo‘;}%g—x_l_zi, sif(x)=x—2yglx+1)=x%—x.

Solucioén.
(fog)(x +1) = flg(x + 1], (gof)(x +2) = gl[f(x + 2)].
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g+ =x2—x=[x+1D)-12-[(x+1D)-1]=2gx)=Cx—-1)2—-(x—1) =x%2—3x + 2.
Como f(x) = x — 2, entonces: flglx+ 1] =gx+1) —2=x%—x—2.
f)=x-2= fx+2)=x = g[f(x+2)] =gx) =x>-3x+2.

(fog)lx+1) ~ x*—x—2 (e +DE-2) (x+1) (2+1)

22 (gof)(x+2) »ax?—3x+2 rn(x—-1D(x-2) ra@x-1) (2-1)_

lx + 113+ |x + [x/8]| = V7 —x + 2
2+ 5\[93\/735 —20 + 5sgn(x3 — 8)

Ejemplo 1.18. Calcular el siguiente limite: lim1
xX——

Solucion.
x—-> -1 = [-1/8] = -1y sgn[(—1)3 — 8] =sgn(-9) = —1.

Recuerde que: —1 < —-1/8 <0 = [-1/8] = —1y el signo de un nimero negativo es —1.

—-x—-1,x<-1
|x+1|—{ x+1, x>-1
Para este caso, si x tiende a —1 por la izquierda (x < —1), entonces: |x + 1| = —x — 1.

Si x tiende a —1 por la derecha (x = —1), entonces: |x + 1| = x + 1.

Six->-1= |x+[x/8]|=|x—1=1—x.

Si se aplica el limite para ambas reglas de correspondencia, se obtiene lo mismo:
}ir_rll(x+1):—1+1:0 y xL_i)r_nl(—x—l)=—(—1)—1:1—1:0

Esto indica que se puede elegir cualquiera de las reglas de correspondencias para |x + 1].
Eligiendo |x + 1] = x + 1.

Note que:

1—x,x<1

|x_1|={x—1, x21,5|x—>—1,entonces|x—1|=1—x.

Y lx+ 113+ |x + [x/8]| = V7 —x + 2 i (x+1)34+A=-x)—VV7—x+2 L
im = lim =

x—>—1 x—>-1 5/g3
2+5\/93\/7x—20+55gn(x3—8) 2+ VIV7x =205

(x+1)3+(—1—x)+(2— i/m+2)
L = lim .
xo-l 2+/9Y7x—20-5

, (x+ 17 , (14 ) _ (2-T=x+2)
= lim . — lim . + lim .
=1y 4 Yo 7x—=20-5 * 124 3oY7x—20-5 *712+3/9Y7x—20-5
Lq Ly L3

L=L1_L2+L3.

Calculando los limites por separado
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(x+1)3 . (x + 1)3CG1
= lim = lim —————
x>-19 4 2[93/7x — 20  x--127 +93/7x — 20

cc;1=[24—(z3)5/9m—5+(22)5\/(9m—5)2— +|(ovm—20-5)’

Six->—-1= CGl=(16+16+16+ 16 + 16) = 80.

(x + 1) 80 (x +1)3 80 (x+1)3CG2
= lim =— lim ————xcr=— lim ————
=19 4 39¥7x—20—5 9 1(3+7x—20) 9 x>-1 (7x+7)

80 (x+1)%CG2
T30 (x4 D)

CG2 = [(32) —33Tx =20+ 3 (7x — 20)2]. Six—>—1 = CG2=(9+9+9) =27

80 1)3CG2  (80)(27 80)(3 240
im S = T im0 = P 12 = TR0 =0

L1=

Resolviendo L, de la misma forma que L,

1+x) 80)(27) , (x+1) 240
L, = lim = im =—

*>-12 4 Yo7x—20-5 63 x-1(x+1) 7

5 i (2— 3\/7—x+2) (80)(27) y (2— 3\/7—x+2)
= |lm = 1m
PNy Yol =20 -5 63 xo-1 (x+1

_240 (2-V7=%) _ 20 (2-¥7-x)

= m —-—————
7w (24 i/ﬂn) 7 wm1 (e + 1)CG3

_ 20 (2-37-%x) _60 . (2-3V7-%)

7 N Gy D@ 7T x+ D)

CG3=2+4++VV7—x+2. Six>-1=>CG3=2+V2+2=2+2=4.
60 . (x+1) 60 i 1

m
7""1(x+1)[(22)+2\/—+ (7—x)2] 7 wm1](22) + 247 =% + Y7 - 0]

Ly =

60 5
(M2 7
= L=1L L,+L;=0 240 + 5 235
- M 2 3= 7 7 7 .
Como la expresion 93/7x — 20 es negativa si x — —1, entonces en Wolfram Mathematica se debe
escribir: —93/—(7x — 20).

De la misma forma, la expresion 5\/93\/79: — 20 + 5sgn(x3 — 8), se debe escribir:
—i/— [—93,/—(7x —20) + 5sgn(x3 — 8)].

Entonces, el calculo del limite con Wolfram Mathematica es:
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(Abs[x+1])%+Abs[x + Floor[x/8]] - \J'\3/'7_x +2

In[19]:= Limit[ ; X = —1]

2_\5/-(-93-(7:(-20) +5Sign[x3-8])

out[19]=
235

fx+h)—f(x)

h h # 0.

Ejemplo 1.19. Dado f(x) = x3, hallar: }lirré

Solucion.

flx+h)=(x+h)3.

o fa+h) =) (e+m)d—x3 | (x+h—2)[(x+n)E+ x(x+ h) + x?]
lim = lim = lim
h—0 h h—0 h h—0 h

Al(x + h)? + x(x + h) + x?]

o 1 2 2
—Llir(l) A —}ll_r}(l)[(x+h) +x(x + h) + x?]

=[(x +0)? + x(x + 0) + x?] = 3x2.

Ejemplo 1.20. Halle la posicién limite del punto P cuando c tiende a 2, donde P es la interseccion de las
rectas: L1:3x +4y =2y L, (24 5¢)x + 4c?y = 8.

Solucién.
Despejando y de las ecuaciones de las rectas:

_2-3x _8—(2+56)x
y_ 4 9y_ 4C2

Igualando las ecuaciones y despejando x:

8—(2+50)x_2—3x
4¢2 T4

8—(2+50)x=c?(2-3x) » [3¢2=(2+50)]x=2c*-8

2¢2-8  2(c—2)(c+2)
3c2—5c—2 QBc+1D(c-2)

> x=

Calculando el limite para x e y cuando ¢ — 2, se tiene:

mx =l T e " M3:51 = 6+1 7

c-2 c-2

[2(0—2)(c+2) o 2(c+2) _2(2+2) 8

8 24

) . (2-3x 2—3(7) 2-% 14-24 10 5
hmy:llm( ): = = = =
8 8 4

X—= x—>7

7

4 4 28 28 14°

Estos calculos indican que si ¢ tiende a 2, x tiendea8/7 e y tiende a —5/14. Entonces, la posicion
limite del punto P cuando c tiende a 2, es:
p (8 5 )
7’ 14)°

29



F. J. Salas, M. A. Sopliny L. A. Flores. Limites

BIBLIOGRAFIA
[1] R. Figueroa, “Analisis Matematico 17, 4th ed., Lima-Per(: Ediciones RFG, 2011, pp. 167-202.

[2] M. Mitacc y L. Toro, “Topicos de calculo”, 3rd ed., vol. 1, Lima-Per(: Editorial Thales S.R.L., junio
del 2009, pp. 118-133.

[3] A. Venero, “Analisis Matematico 17, 2nd ed., Lima-Per(: Representaciones Gemar E.l.R.L., 20186,
pp. 260-287.

[4] E. Espinoza, “Andlisis Matematico 17, 3rd ed., Lima-Per(, 2002, pp. 340-364.

[5] Wolfram Research Inc., Wolfram Mathematica ® Tutorial Collection, “Mathematics and Algorithms”,
2008, pp. 208-210.

EJERCICIOS PROPUESTOS
GRUPO 2

En los ejercicios del 1 al 22, calcular los limites.

_ 2xMM 41— 3x7n ) 4 — x* Vx-1-1
1. lim 2. lim
21 3x2% — 5 4 2x 720 =2\3 -Vx2+5/\Vx—1-1
6m
R. 5. R. —.
n
CAFox+1-2 o Vx3+3Vx—3x -1
3. lim ———— 4. lim S 3
x=>-3 2 —3fx + 11 =1y +33x—-3Vx2 -1
R. 1 R 27
. 1. -5
Vx—1+4"Vx—1-"Yx—-1+4 (N7 Vx4 2Yx -7
5. lim— S > 6. lim
x>0 Rfx—1-53x—1+Vx—-1-3 x-8 x—8
R 3584 R 13
' 4719° t 727
- Yx—Ya Conx™"l—(n+Dx"+1 .
7. }Cl_{r;ﬁ,a>0. 8. l‘i‘% T —— N, pEL.
1 nn+1
R | g 20HD
nVan-1 2p
5
o 1 (VBE—10) [J2+VEY/S 2 ro 1 fEFDF®
R Yo | i F =
R V5 R !
' 8000° ' 50°
x+h)—g(x
11. Li%w, si glx —1) =+/x2%2 —2x, x € ({(—o0, 1] U [3, +00)).
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12. ——
x>=24/7 —x —3
R. —10.
(=D AR YR) e (1 35)
13. lim —
x-1 (1 —x)r1
1
R. —.
n!
3
[3 - /3sgnCe® + 6) — 2x] (V28vxZ + 13 — 196)
14. lim6
x—>—
(3\/x + 6) (2 — 3\]4 + \/Ix —-2| - 4[[x/4]]>
R. —64V3.
o (xF1-3Yx+1+2 o (Nx+1-VYx+1
15. lim |~ S 16. lim ;p.q ELY
-0\ Vx+1+Vx+1-2 x=0
18 -
R ——. R 1-P
35 prq
 (V3x2—8—xVx+6+x%2-2 o (V2x—Vx+2x-8
17. lim 3 18. lim
x-2 x3—=2x24+x-2 x4
R 29 R 23
" 30° T 127
5Y3x—5-3V3x—5+2x—6
19, 1im (22 V3x - 20. lim (5
x—>2 x2 —2x x=0\3/1 + x2 — /1 — 2x
R > R. 1
e .1
[i/x2—3x+4_4 x2+4x]
, x—3 xZ—14 .
21. lim 22. lim
xﬁ4l V3x+4-3Yx+4 J X*O(?i/8+x3
R. 150. R. —4.
23. Sean P(3,4)y Q(x, V25 — x2) puntos diferentes y sea M(x) la pendiente de la recta que pasa por P
y Q. Hallar el Ling M(x)
xX—
R 3
R
24. Halle la posicién limite del punto P cuando ¢ — 1, donde P es la interseccion de las rectas:

LIMITES Y CONTINUIDAD

X

R. .
x2—1

lim (fog)) si f(x)=x+ Yxz2 =2 y g(x) =+v2x +5.

Li:3x+5y=1yL,: 2+ c)x +5c?y =1.

RP(Z 1)
' 5° 25)°

31



F. J. Salas, M. A. Sopliny L. A. Flores. Limites

fGe+h) - f&x)

En los ejercicios del 25 al 30, hallar: }Erré n h # 0.
25. f(x) =2x3—3x24+x+2 26. f(x)=35x—1
1
R. 6x% —6x + 1. R ———.
Y (5x —1)*
27. f(x) =3x%—2xV1—4x 28. f(x)=x", neZ*
R. 6x —2V1—4x + i R. nx™ 1,
V1 —4x
29. f(x) =V4—x2 30. f(x)=%x, nez*
R ad R !
Vi ¥

1.5. LIMITES LATERALES

Estos tipos de limites se aplican a funciones que tienen més de una regla de correspondencia.

1.5.1. LIMITE DE UNA FUNCION POR LA IZQUIERDA

Definiciéon 1.2. Si f es una funcién definida al menos en un intervalo {a, x,) € Dom(f), en el
cual x, es un punto de acumulacion, entonces el limite de f cuando x se aproxima a x, por la izquierda es:

lim_ f(x) =1L,
X-xg

< [(Ve>0,36 >0)/six €(a,xo) cDom(f) ysi0<xo—x< §=|f(x)— L] <e]. (1.22)

yﬂ
y=f(x)
Li+e¢
Ly
f)
Ll—S
x
ax,—6x Xo X+ 6

Figura 1.14. Representacion grafica del limite de una funcidn por la izquierda [1-4].

1.5.2. LIMITE DE UNA FUNCION POR LA DERECHA

Definicion 1.3. Si f es una funcion definida al menos en un intervalo ( x,, b) € Dom(f), en el
cual x, es un punto de acumulacidn, entonces el limite de f cuando x se aproxima a x, por la derecha es:
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i =1L
xgrgg fx)=1L,

< [(Ve>0,36>0)/six € {xg,b) cDom(f) ysi0 <x—xy< 6= |f(x)—L,| <e]. (1.23)

y A
y=fXx)
L+e¢
f(x)
L,
L—¢
Xo—8  Xo X xo+06 b X

Figura 1.14. Representacion grafica del limite de una funcién por la derecha [1-4].

Teorema 1.3. Existe limite de una funcidn en x,, si y s6lo si, existen los limites laterales y son

iguales, es decir:

lim f(x) © lim_f(x) = lim f(x) = L. (1.29)
xX—=Xq X-Xg x-xgd

En la figura 1.15, se muestra la representacién grafica de una funcién f en la que existe limite,
cuando x se aproxima a x,.

y
F 3
\
\
|
|
\
\ -
f&)
L"_? x> x |
/() /
x < x
«—l > x
Xo

Figura 1.15. Representacion grafica de la funcion f en la que los limites laterales son iguales:

lim_ f(x) = lim f(x) = L.
X-=Xg x-xd
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El punto (x,, L) puede ser abierto o cerrado.
No existe limite de la funcion f cuando x se aproxima a x, en los siguientes casos:
¢ Cuando no existe uno de los limites laterales

e Cuando los limites laterales existen y son diferentes

x> <5
—— - x
1—-+vVx—4
Ejemplo 1.21. Calcular si existe lim f(x), donde: f(x) =
x-5 2
x*—12x + 35
—_——  x>5
x—5
Solucioén.
) i x—5 . (x-5(1+Vx—4) . (x—5(1+Vx—4)
lim f(x)= lim ————== lim = — Iim
x5~ x5~ 1 —+x — 4 x5 (5-x) x5~ (x—5)

::—Eg11+VE:Z)=—(1+v§:Z)=—{1+1)=—z

2 _12x 435 _5)(x—7
i——ii———1m19——11—2=1mgx—n=(5—n=—z
x—5

1f = i =
xl—>rr51+ f(x) x1—>rr51+ X — 5 x—>5+ (x - 5)

Como los limites laterales existen y son iguales, entonces el limite de f(x) existe, es decir:

lim_f() = lim, f(x) = 3lim f(x).

( x=5
T—/i=d’ x<5
Figura 1.16. Representacion grafica de: f(x) = , en el ejemplo 1.21.
2_
V ;3?%’x>5
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Para calcular los limites laterales de una funcion con el programa Wolfram Mathematica, la
referencia [5] indica que las sintaxis son:

Para el limite por la izquierda

Limit [expr, x = x,, Assumptions - x < x,]. (1.25)

Para el limite por la derecha

Limit [expr, x = x,, Assumptions - x > x,]. (1.26)
Entonces, el calculo de los limites laterales, haciendo uso del programa Wolfram Mathematica es:
x-5

In[1]:= Limit[ , X 5, Assumptions —» x < 5]

1-vVx-4

out[1]= -2

x2-12x + 35
In[2]:= Limit[—

;, Xx=» 5, Assumptions -» x > 5]
x-5

out]= - 2

(x[\/Q - x]]z <1
—_ . x
+2
Ejemplo 1.22. Calcular si existe lin} f(x), donde: f(x) = x
X—

x+3

wril  YEML2

Solucioén.

xVo—x]’

0= in T

x<1 = —x>-1>9-x>8 > V9—x>2/2>2 = [V9-x]=2

2

. x[Vo—x] o x(2)? ) 4x 4(1) 4

Iim ——— = lim = lim =—=_,
x->1" x+2 x-1" x + 2 - x+2 14+2 3

x (Fro0r[ve-x])*

In[3]:= Limit[
X+ 2

, Xx= 1, Assumptions -» x < 1]

4
out[3]= 3

) x+ 3 1+3 4
lim = =—.
x-1* 2x+1 2(1)+1 3

X +3

In[4]:= Limit[ , x> 1, Assumptions -» x > l]
2x+1

4

3

outfd]=
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lim_f (x) = lim, f(x) +31im f ().

3
BE_3bd, 5=
Ejemplo 1.23. Calcular: lim .
=37 \[9sgn(x — 1) —x2

Solucioén.
-1, x—-1<0=> x<1 . %<0
sgn(x—1)={ 0, x—1=0=>x=1, |x|={x’x>0
1, x—-1>0=>x>1 ’ -

x<3=2>2<x<3>[x]=2,comox—>3" =2sgn(x—1)=1y |x|=x.

3
o, g [, (53

lim = lim 3 2

lim
x—3~ \/95gn (x —1) — x2 x—3~ /9(1) —x2 x—3~ /9(1) — x2

(\[x;_3> 3—x

= lim + lim

x—-37 w/9 — x2 X237 /9 — x2

Evaluando los limites por separado

x3 3
I N ) I S e
Im ~ o= = lim 5\ 3 am 3
x (M)(@H) (W)(\[%H)
1 (x3=27) 1 B-x)x*+3x+9)

== lim =—=

1 (V3=x)(x>+3x+9)  1(00(9+9+9)
— l1m = — =

P (V3+x) (\/g+ 3) 3 (96

I V3—x I V3 —x I 1 1
im ———= lim = lim —0———=—4%==
=379 —x2 =3 (V3-x)(V3+x) 3 (V3+x) 6

2%

|x[?

3[x]
N3 "7 TV3—x 6
. lim_ =—.
x=37 [9sgn (x — 1) — x2 6

, 3

Ab. 3F1

(Abs[x]) _ oor [x] + ,3—}(
3 2

‘\IQSign[x—l] - x?

In[5]:= Limit[ ;, X= 3, Assumptions -» x < 3]

outss ——
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x - 21 [ 2] '

-

Ejemplo 1.24. Calcular: lin%
X—

Solucioén.

2—x, x< 2

Por la propiedad del valor absoluto, se tiene: [x — 2|= {x —9 x>2

x-22 2 |x=2|=2—-x,x-2T=> [x—-2|=x-2

<2 1<1 LI ! oiis252< % <3 [[x]] 2
= x— = — > —— = o = =
X x x—1 x—1 x—1 x—1

>2 1>1 L ! oti<2o1< X <5 [[x]] 1
= x— > — > — = - = || =
X x x—1 x—1 x—1 x—1

x<2=>f<1=>0<f<1=>[[f]]—0
2 2 20—

X X X_
x>2:§>1:1<§<2:H_1

2
e-al7H]l -2
Jim W’ill =~ Jm [ﬁ =0
271l e-am
e e R o
lim lx_le [[xfl]] - lim |x_2)l[[xf1]] '
el Y | RN Bl B B

Como los limites laterales son iguales, se concluye que:

_2 x
B Lkl =y 1 xl[[x‘l]] :
=gl
Abs[x - 2] Floor[i]
In[6]:= Limit[ = , X o 2]
x Floor [ 5] -1
2
outfgl= 0

x—3+V4x2—3x-9

x+6
3

Ejemplo 1.25. Calcular: lim

x-2 |3

x2+2[[ ]] +\/2x2+sgn(x2—1)—%x

Solucién.

Evaluando el limite por la izquierda
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x+6 8 x+6 x+6
x—>2‘:x<2:ax+6<8:aT<§<3:2<T<3=>|[ ]l:
-1, x>-1<0=> x€{(-1,1)
sgn (x2—1)=4 0, x?—-1=0=> xe{-1,1}
1, x2—-1>0= x € ({ =0, — 1) U (1, +0o0))
x—>2" = sgn(x?—-1)=1.
; 1
) i x—3+V4x?2-3x—-9
> 11r§1_ flx) = llr%’l_
x— x—
3x2+2[[x-§6]] +\/2x2+sgn(x2—1)—%x

x—3+3/4x2—-3x—-9
_i/x2+4+\/2x2+1—%x

x—-27

(x—-2)+(V4x2-3x-9-1)
S AT A-2)+ (VIR 1-3) - S~ 2)

(x-2)
(V2 +4-2)+(V2x?+1-3) - (x -2)

Ly

= lim f(x) = lim
xX-27 xX—27

(V4x2-3x-9-1)

+ lim .
EAAZF4-2)+ (V2xZ+1-3) —%(x -2)
Ly
Calculando los limites por separado
(x—2)

L1 = lim

N xZra-2)+ (V2aZ+1-3) — (x—2>_

(7 Fa-2)+(VEZ+1-3) -2 (x - 2)]
m
x—2~ (x—=2)

[y GA2F2-2) (V2P +1-3) 51
N _x—>2‘ (x - 2) x—>2‘ (x - 2) 2]

= | lim ———==+21lim

(x—2)(x+2) (x=2)(x+2) 5]
Ao (x = 2)(CGL) " “x53- (x — 2)(CG2) E]

o GFD L G2 5‘1_(1+4 5‘1_( 5" 6
T e (12) e (e 2] 373 2) - -5

CG1 = (3 x2+4)2+2(i/x2+4)+4.
Six>2" = CGl=4+4+4=12.
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CG2 = (w/2x2 +1+ 3).

Six->27 = CG2=3+3=6.

Lo 1 (V4x2—3x-9-1)
2 = lim
S8 (W Fa-2) + (VEP H 1-3) — 3 (x— 2)]
| (VxZ+d-2)+(V2xZ+1-3) - (x—2)-_1
~ | (Va?—3x-9-1)
B (VxZ+4-2) i (V2xZ2+1-3) 5 (x-2) ]
T R ) A W 1) AR Wa—si9-1)
[y G DEEDEE) G- +2(C6) 5 (x—2)(C63) -1
= e r—2)@x T 5)(CGD) T U r— 2)(dx +5)(CG2) 2+t (x —2)(4x 1 5)
(3 y (x+2) y (x+2) 15 1 7 1@ @ 15|
T2t G t5) e @xt5) 2.0 Gxts)| [pa3 T @ 2 @3
547" 26
(4
€G3 = (Vaxz = 3x - 9)2 +(Vax2—3x-9)+1.
Six>2"=>CG3=1+1+1=3.
[ x—3+V4x2—3x—9 ] 6 26 32
lim f(x) = lim = =_=
x—2 x-2 3 x+ 6 5 5 5 5
x2+2[[ 3 ]]+\/2x2+sgn(x2—1)—7x

Haciendo uso del programa Wolfram Mathematica:

3
x-3+Y4x?-3x-9

In[7]:= Limit[ , ¥ »2, Assumptions » x < 2]

\3/:: +2Floor[ ] \/2}: +S:|.g'n[x —1] -

32
Qui[7]= — ?

Evaluando el limite por la derecha

x+6 8 x+6
x—>2+=>x>2=>x+6>8:T>§<3:|[ ]l:z,

-1, x2-1<0=> x€({-1,1)
sgn (x2—1)=4 0,x*-1=0=> x€e{-1,1}
1, x2—-1>0= x € ({ —0, — 1) U (1, +00))

x—>2"> sgn(x?—-1)=1.
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]
. x—3+V4x?—3x-9
lim

-2t
i 3/x2+2[[x;6]] +\/2x2+sgn(x2—1)—%x

. x—3+V4x2—3x -9 32
= llm+ 5 =—?.
¥z _i/x2+4+\/2x2+1—7x

A3 S

Calculando el limite por la derecha mediante programa Wolfram Mathematica:
3
x-3+\4x2-3x-9
In[8]= Limit[ , X2, Assumptions » x > 2]

\3/x2+2Floor[x+6] +\/2 x2 +Si<_:|'n.[x2 —1] - ix

3

32
out[g= — -

Se puede concluir que los dos limites laterales son iguales, es decir:

lim f(x) = lim f(x) = -32/5.
x—27 x—-2%

[ s |
x—3+V4x2—-3x—-9 32

-<
x2 +2[[x-§6]] +\/2x2+sgn(x2—1)—%x

~ lim

x-2 |3
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EJERCICIOS PROPUESTOS
GRUPO 3

En los ejercicios del 1 al 10, calcular los limites.

1. lim./|x|+ [3x] + 4 2. lim_[x2 —sgn(|x? — 1| — 1)]
5 x—2

X

2

N|ﬁ
NS

40



11.

12.

13.

14.

LIMITES Y CONTINUIDAD

12- [

; 2 _ 2_ 11 _ : 3
XE%+[x sgn(|x? — 1| — 1)] 4, xggr}6 Bxl = 10
R. 1 R 6
. 1. T
y 63/x — 6sgn(x? — 4) — 4,/x + [4 + 2x] 6 i [2[[x2+1]]+|x+2|—2]
im . lim
x-27 Vx2+5—-3 x-V2 [3x+ 2]
1 4442
R ——. R. \/_
4 6
li 5 T 2x + 3
xl£2|[x2+2]l ' xl—>n11[[x+4]]
R. 0. R. 1.
p x?+1 10. 1 2sgn[[|x? — 2| + 3]x% — 18
01 X2+ 2 A x3—27
R. 0 R 4
. 0. 3
x—1] —x
&7 x € [_9> _2>
Vx = [x] o
Sea: f(x) = X . Hallar si existe lim f(x)
[3x] - 3[x] - 8 [3] *=>=2
, x €[=2,7)
x — |x|
R. -2
x—1
(450 (55). x € (-0, =2) ~ {=3)
Sea: f(x) = ( [[Zx +35]])x2 . . Hallar si existe xllrzlz fx)
X+ _
o , X €E(=2, +o0)
R. —4

{[[x]]+w/x—[[x]], x <1

Sea:f(x):! x4+ x\ o fx = Jxl\? >1
l( : )+( ' )

R. 1
9x + 11
|[ 7 H, 1<x<2
Sea: f(x) =
333x+ 2+ 2V5x— 6 —10
P , x> 2

13
R lim f(x) =7, lim f(x)=—-, =@ limf(x).
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X—

. Hallar si existe lirr% fx)
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1.6. LIMITES AL INFINITO

En la presente seccién veremos limites de las formas: liT fx)=Ly lim f(x)=L.El
X—>+ 00 X——00

simbolo oo representa al infinito y en este caso indica que si x crece o decrece indefinidamente, el valor
de f(x) se aproxima a L (figuras 1.17 y 1.18) [1-5].

Definicion 1.4. Si la funcion f esta definida en el intervalo {(x,, + o), el limite de f(x) cuando x
crece a oo es L. Formalmente se escribe (véase la figura 1.17):

xlirllmf(x) =L [(Ve>0,AN>0)/six>N=|f(x)—L| <el (1.27)
Y A
L+c¢ y<b
7 | ; _______
fof-—— =
L—el-————-

|
|
|
| >
l N X i

Figura 1.17. Representacion grafica de lier f(x)=L[1-2].
X—+00

Definicién 1.5. Si la funcién f esta definida en el intervalo (—oo, x,), el limite de f(x) cuando x
decrece a —oo es L. Formalmente se escribe (véase la figura 1.18):

xlirzlw fx)=Le [(Ve>0,3(—=N) >0)/six < (=N) = |[f(x) — L] < &]. (1.28)

A)Y
L+e¢

Figura 1.18. Representacion graficade lim f(x) = L [1-2].
X——00

Figueroa [2], menciona que los simbolos +co y —o0 no son nimeros; sin embargo, constituyen un
nuevo sistema numérico llamado “el sistema ampliado de nimero reales”, en el cual se cumplen las
siguientes propiedades:

1. ¢+ (4+0) = +oo 2. c+(—») = -
3. (—%) + (-) = —o0 4. Sic>0 = c(+) = 4o
5 Sic<0 = c(+») =- 6. Sic>0 = c(-w)=-0w
7. Sic<0 = ¢(—w) =+ 8. (4+0)(4+m) =+
9. (—0)(—) =+ 10. (—o0)(4) = —o0
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Donde, el simbolo ¢ representa a una constante real.

Teorema 1.4. Si n es cualquier entero positivo, entonces:

1
xll’lloo x—n = 0. (1.29)
; 1
lim — =0. (1.30)

x——00 X

+00, nes par positivo

—00, M es impar positivo’ (1.31)

(—o0) ={

El método para evaluar limites al infinito consiste en factorizar la mayor potencia de x en el
numerador y denominador, para posteriormente aplicar las ecuaciones (1.29), (1.30) y (1.31).

Ejemplo 1.26. Calcular lirp % donde P(x) y Q(x) son polinomios de grado n y m, respectivamente,
xX—+oo

n>0m>0.

Solucién.

Se considera que los polinomios P(x) y Q(x), tienen la siguiente forma:
P(x) = apx™ 4+ a;x™ 4 e +a, Yy Q(x) =box™ + byx™ 4 + bp,.

Donde (a, y by) € (R — {0}), entonces:

a a
) P(x) ) aoxn +a1xn—1 P +an i x™ (a0+71+ """ +x—2)
2 (x) ~ xokto box™ + byx™L + e oer b, A b b
x-too Q(x x—+ 0X 1X m  X°T xm(bo+_1+ ...... +_';1”1)
X X
— @ n-m
- xl—l}ipoo (bo) x
0,n<m
ao _
by’ n=m
a a
(—0> (+0) = 4o, 2s0
Ao , _ bO bo
(—) lim x™™ = ,n>m
bO x—+00 (@) (-|-OO) = —o0 @ <0
bo i bO
— a a
= (—°> (—0) = —c0, —>0 A (n—m) esimpar
bo bO
a a
(—0) (+00) = 4o, =2>0 A (n —m) es par
Ao\ ., - bqy bo
(22) tim x| b n>m
0/ X7=® (—0) (—0) = 400, b—o <0 A (n—m) esimpar
0 0
% - Lo _
k(bo) (+00) = —oo, by <0 A (n—m)espar
Téngase en cuenta, que se aplico las ecuaciones (1.29), (1.30) y (1.31), para resolver los siguientes
limites:
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Ejemplo 1.27. Caloular: lim 2%+ 4% —*+3
jemplo 1.27. Caleular: lim —G———c————.

xX—

Solucién.

Factorizando la mayor potencia de x en el numerador y denominador:

4 1,3
o2 oxd3 x5(2+F_F+F)_(1) I (1)—(1)(0)—0
x—1>r4¥1006x8+3x5—3x+5_X—I’I‘was(6+i_i+i)_ 3 xir_{loo x3) 3 o
x3 x7 x8

Calculando el limite, haciendo uso de la sintaxis que muestra Wolfram Research [6]:

2x%+4x3-x+3
;, X o +co]

In[1]:= Limit[
6x¥+3x°-3x+5

outj1}= 0

Ei lo1.28. Caleular: 1 4x5 +5x3 +2x + 3
jemplo 1.28. Calcular: lim == — 57— ——.

X—

Solucion.

Procediendo de la misma forma que en el ejemplo anterior:

5 2 3
4x5 +5x% + 2x + 3 x*(4+3+5+75) 4y 4
im = 1li =(—) lim x2=(—)(+00)2=+00.
x>+05x3 +3x24+3x+5 x>+ 3( 3,3.5 5/ x>+ 5
X 5+—+—2+—3
x ' x% 7 x

4x3+5x3+2x+3

In[2]:= Limit[ ; X +oo]
5x*+3x2+3x+5

outj2]= oo

Ei 1o 1.29. Caleular: 1i 5x° —3x3 +4x%2+2
jemplo 1.29. Caleular: lim — s~

X——00

Solucién.

x?-3x}+4x%+2

5
In[3]:= Limit[ , X o —oo]
7Tx°+3x3-x+3

Out[31= o

Ei 1o 1.30. Caleular: 1 5x° —3x3 +4x%2+2
jemplo 1.30. Calcular: lim ——e—— 5.

Solucioén.

Extrayendo en el numerador x° y en el denominador x°©:
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lim = lim
xo-o0 7x6+2x5 —x2+3  xo-w g

%) s
5= () timr = (7) o= -

5x?-3x3+4x%2+2

3,4
5x° —3x3 +4x?+2 x9(5—ﬁ+7
2_1
x x*

Infd]:= Limit[ X —m]
7x%+2x°-%x%2+3
Outjd]= -
4x° —2x3 +5x%2+1
Ejemplo 1.31. Calcular: Eglw_6x7 T2 3213
Solucion.
2 5 1
o A HSEL (4= 5+ + ) 2\ o o 2\ Cooy?
_ _(_* (%) (o
om0 —6x7 + 2x5 — 3x2 + 3 x—1>r—noox7(_6+l_i+i) ( )x_l)moox ( 3)
x2 x5 x7
2
= [ + ——
< 3)( ) =~
4x®-2x*+5x%2+1
In[5]:= Limit[ ; X —co]
-6x' +2x°-3%%+3
out[s]= -
Ejemplo 1.32. Calcular: lim ’x + ’x +/x —x
x—) (0]
Solucion.

Aplicando la propiedad de diferencia de cuadrados y luego extrayendo el factor /x tanto en el
numerador como denominador:

L—xl_lym00 ’x+ /x+\/§—x/§ =XEIPm x+Vx
x+Vx +Vx+x
(R (f1+ R
= lim

(Vx) j1+\/(1/x)+(1/\/ﬁ) +1

(i)

J1+J(1/x)+(1/ x3) +1

= lim
X—+00

~ i+0) 1
(V1o ro+1) 2

Note que:

VR = (VF) ( l +(1/¢;)> y JxeVr Va4 E= (ﬁ)(\/n [0 + (V) + 1)
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In[g]:= Limit[\, x+ Vx+vVx -vx, x> +oo]

1
out[s]= 5

. (A3 +3x%7—x+2
Ejemplo 1.33. Evaluar: lim —V4x?2+3x+2).
X—>+00 2x%2+x—3

Solucion.

Para hacer que el numerador sea del mismo grado que el denominador, se resta y suma a la vez
2x.

. 4x3+3x2 —x+2
L= lim —V4x2+3x+2

2x%2+x—3

2x2+x—3 X400

. 4x3+3x2 —x+2 .
= lim —2x |+ lim (Zx—\/4x2+3x+2)

. [x*+5x+2 . —3x—2

= m (m)ﬂlﬂfw (2x + VAx? + 3x + 2)

= lim e (G G — lim = 0+ ()
()@ T e e (B4 (B)
g [ G [ o)
D@ L O3
(14040 3+0 1.3 1
_<2+0—0>_ (2+m)_5_1_7'

4x3+3x%2-x+2 5
In[7]:= Limit[ - \/4x +3x+2, x> +oo]

2x%+x-2

1
ou[7]= - "

Ejemplo 1.34. Evaluar: lim (\/x2 +3x + [1/x]x + x).

X——00
Solucion.

Determinando el valor del maximo entero:

1 1
x> —o0 = ;<03_1<;<0:[1/x]]=—1.

L= lim (\/x2+3x+[[1/x]]x+x)=xlirpw( x2+3x—x+x)=xl_i)rzlw( x2+2x+x)

X——00
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2x
= lim —— .
X (VxZ + 2x — x)

, 2 —-x, x<0

2 = 2 — | = . 2 — = ?

Vx24+2x = |x (1+x) |x|\/1 4+ (2/x) . Recuerde que: v/ x x| y |x| { X, x>0
Six > —0 = |x|=—x = |x]{/1+(2/x) =—x+/1+(2/x)

3 2x 2x
= L= lim

2x . = 1
S (2 —x) e [ ir @] e A TR 1

2

, 2 . 2 _ 2
= A, [JI+@/m+1] [Ji+@+1] 2

=-1.

In[8]:= Limit[‘\/x2 +3x+Floor[l/x] x +X, X> -

outjgl= -1

2x—1
Ejemplo 1.35. Sea la funcion definida por: f(x) = -1 Calcule h'rle f(x) y grafique la funcion.
— x—+oo

Solucioén.

El dominio de la funcién es: Dom(f) = R — {1} = (—o0, 1) U (1, + ).

1 1
2x -1 x(2-3) 2%
Six €(—,1) = lim f(x) = lim = lim ——2%= lim = 2.
X——00 X—>—00 x—1 xﬁ—mx(l_l) X—>—00 1_1
x x
SRR
Six€e(l, +») = lim f(x) = lim = lim ———%= lim —= = 2.
X—+o x-40 x —1 X—+00 x(l _l) x40 g _1
x x

X € (—,1) |

Figura 1.19. Representacion grafica de la funcién: f(x) = (2x — 1)/(x — 1), en el ejemplo 1.35.
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La figura 1.19, indica que si x crece o decrece indefinidamente, el valor de f (x) se aproxima a 2.

20t
Ejemplo 1.36. La temperatura de un cuerpo en °F a las t horas esta dada por: T(t) = 1 + 30e72t+2,

Grafique la funcion y calcule ¢ interprete tlig_n T(t).

Solucién.

Graficando la funcién T, se tiene:

T(°F)

20t
T(t) = —— 4 30e-2t+2
(t) = g4 308

20 -

A 4

t(h)

Figura 1.20. Representacion grafica de la funcion: T(t) = [20t/(t + 1)] + 30e~2t*2, en el ejemplo
1.36.

Calculando tliIP T(t):

20t 20t
lim T(t) = lim (—+ 309‘2“2) = lim —— + lim 30e~2%t*2
t—+o0 to+0 \t + 1 to+oot + 1 t—+00

t 1
=20 lim ————+ 30 lim e~?t*2 = 20 lim —— + 30 lim ——
t—>+o0 1 t—+400 t>+o0 1 t—+o0 @212
t (1 + ?) 1+ 7

1 1
=20 <1+—0) + 30 (W) =20+ 30(0) = 20.

Recuerde que: e*® = +oo.

El limite tlir+n T(t) = 20, se puede interpretar de las formas siguientes:

e Sit crece indefinidamente el valor de T se aproximaa 20 °F.

e Elvalorde T alargo plazo se aproxima a 20 °F.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

GRUPO 4

En los ejercicios del 1 al 16, calcular los limites.

Lox S5x3 —x%+x—1
. lim
x—o-00 x* —x3—-2x+1

R. 0.

L 1P 4224324 + n?
3. Ilim

n-+oo n3

R. 1/3.

3 3
5. lir+n ( 8x+\/8x2+3’8x+m—2§/§\|
X oo\ /

R. 1/6.

3 3
7. lim \[xz + [27x* + 3\/x2 - 3\/x2

X——00

. [(3x3+45x%—4
9. lim — 9x2+2x+3
x>+ \ x4+ x—1

R. 5/3.

11. lim x(\/xz + 2x — 2\/x2 +x+x)

X—+00

R —1/4.

13. 1im (Vai+a2+1- VP —22+1)

xX—+00
R. 2/3.
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2 I 3 8x — 4
e (G- )
R. —2.

i ( Jx(x+a)—x )
4. lim
x —

3{/9(3 + x2 4+ 5[1/x]

X—>+0o0

R. —3a/2.

6. lim ( x2—2x+4+x)

X—>—00

8. lim (i/x3—x2+1+i/x4—x5+1)

X——00

R. —2/15.
10. Ii Vx3 +6x2—16—x
. lim
xotoy[x2 +2x +1—Vx2 —x
R. 4/3.
12. I 3x+Vx2+2
Clim —
xto X ¥3
R. 2.

14. lim (3 5x2 —x3 + x)

X——00

R. 5/3.
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15. Hallar el valor de las constantes a y b tales que: 16. Hallar el valor de la constante c, si:
ax* —3x3 +6x—2 xt+cx3® 5
‘ _ - _ i 2Tt 32 ==
xl—l>rPoo ( x3+bx?2—-5x+1 2x + 2) > x1—1>rlloo ( x3+1 x 10) 2
R a=2yb=2. R.c=2.

X—+00

3 1 5 1
17. Hallar el siguiente limite: lim [x \]8 + [[F]l + \/32 + [[F]l — U64x3 + 24x2 + 3

R —1/2.

3x2+1
2x%2+3

18. Sea la funcién definida por: f(x) = . Determine lir+n f(x) y grafique la funcién.
x—+oo
R. i (x) = >
-, S =5

19. El gerente de una compafiia estima que la utilidad anual (en millones de soles) dentro de t afios a partir

del inicio de sus operaciones esta dada por: U(t) = vtz + 11t + 109 — Vt2 + t + 69. Estime la
utilidad de la compafiia a largo plazo y grafique la funcién.

R. S/. 5 millones

20. Lafuncién costo C (en ddlares) de la empresa Sagita S.A. al producir x unidades de un producto esta
dada por:

10000x?2 >0
—_, x>
Vx4 +100

Grafique la funcién y determine el costo aproximado de la empresa, cuando la produccién aumenta
indefinidamente.

C(x) =500+

R. $.10500

21. Elingeniero de planta de una fabrica textil estima que el valor de venta de cierta maquinaria industrial,
después de t afios es:

V(t) = 4800e~t/5 + 400 ($).
¢Qué le sucede al valor de la maquinaria cuando t crece sin limite?
R. El valor de la maquinaria se aproxima a $.400.
22. Enun laboratorio de investigacion bioldgica, se determind que el tamafio T de los ejemplares de una

cierta bacteria (medido en micras) varia con respecto al tiempo t (en horas), segin la siguiente
ecuacion:

8—t, 0<t<8
T(t) =1 —4++2t2—112 .

>8
t—8 ’

Grafique la funcion y calcule el tamafio aproximado de una de ellas, si las bacterias crecen en forma
indefinida.

R. th'grn T(t) = V2 micras.
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1.7. LIMITES INFINITOS

Definicion 1.6. Considere una funcion f con vecindad reducida Vs (x,), en la cual x se aproxima
tanto por la izquierda como por la derecha a x,, los valores de f(x) crecen o decrecen sin limite (véase las
figuras 1.21y 1.22) [1-3], es decir:

lim f(x) =+

; S EacT)
xh—>r:rc1 feo = lim f(x) =+ " 1.32)
0 x-xgd
lim f(x) = -
. _)X7%o
Jim £OO) =1 1im, £ () = —o0 (1.33)
x-xgd

y 4

f)

» x

Yy A

f()

Figura 1.22. Representacion grafica de los limites: lim f(x) = —co y lim_f(x) = —oo [1-2].
x—>x0

X=Xxg

Teorema 1.5. Si n es cualquier entero positivo, entonces:

1
J}Lrgl+ e = +o00. (1.34)
.1 (—oo, nesimpar
:}Lrgl- xn {+00, n es par (1.35)
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Teorema 1.6. Si ¢ es cualquier nimero real diferente de cero, entonces:

i_{+00,c>0

7= e e < 0" (1.36)
c +00,c <0
== {_OO, o 1.37)
2x +1
2 —
Ejemplo 1.37. Evaluar: lim =] ~10r
B T x-27x3 —9x2 4+ 24x — 20°

Solucion.

Determinando el valor de la expresién con méaximo entero:

1 3 3 x+1
x> 27 =>x<2=>x—1<1=>—>1=>—>3=>—+2>5 >5
x—1 x—1 1 x—1
2x+1 2x+1
= 5< <6:[[ ]]:
— x—1
2x+1
o 2[00 5x% — 10x _ 5x(x—2)
im _

=1 =
A X3 —Ox? + 24x — 20 xo2-x3 —Ox2 4 24x — 20  xo2- (x — 2)2(x — 5)

i 5x 52) (- 10/3)
T x—2)(x=5 (0)(=3)  _ 0-

Para obtener el resultado de este problema se tuvo en cuenta la ecuacion (1.37). Fijese que:

c +00,c<0 _
== {_oo, >0 Para este caso ¢ = (—10/3).
x2 Floor[ -10x

(1= Limit ;, X 2, Assumptions -» x < 2]
x}-9x%®+24x-20

2x+1]

out[t]=

Ejemplo 1.38. Evaluar: lim x(xl— 2)+ Sfrf[[(i)éﬁ:] l

Solucioén.

Analizando la funcidn signo y el maximo entero:

x— 27 = sgn [(;) - 1] = sgn [(22—_) - 1] =sgn(1” — 1) =sgn(07) = —-1.

1 1
X-22"2x<22x+2<4> —>- =3 ——<-1=> ——+1<0
x+2 4 x+2 x+2

X — 2 x—2 X — 2
=>—<0=>—1<—<0=>[[ Hz—l.
+2 +2 x+2
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Entonces, el limite propuesto queda:

| sl@-1 | s 1
szlirzn- x(x—2)+x2+[[%]]x_2 =xllgl‘[x(x—2)_x2—x—2]

1 1 . (x+1)—x
w2 lx(x—2) (c—2)(x+ 1)] st x(x—2)(x+1)

1 ] 1 _we _

= lim

o xr—2)x+ D]~ 20003 0
1 Sign [’;‘ - 1]
In[2]:= Limit[ + ; X- 2, Assumptions - x < 2]
x (x-2) szloor["'z]x—Z
out[2]= -
x?+2[x] -9

Ejemplo 1.39. Evaluar: xl_}g}_ 22— ox

Solucion.
Analizando el méximo entero:
x> -1"2x<-1 > —-2<x<-1>= [x]=-2.

x?+2[x]-9 = x*—-4-9 y x?—-13 p x2—13
xo-1" x3 — x2 —2x x—}I—I}‘x3 —x2—=2x - x(x2—x—-2) o0- x(x—2)(x+1)
1-13 —4 +
= — = 0,
(—=1D(=3)(0") o0

x? + 2 Floor[x] - 9

In[3]:= Limit[ ;, X2 -1, Assumptions =+ x < —1]

x2-x?-2x

Out[3]= ®

3x—5

2 _
X +[[x_2]]x 21
x3—5x24+3x+9

Ejemplo 1.40. Calcular: lir3r’1_
X

Solucion.

Determinando el valor del maximo entero:

3x—5_ 1 43
x—2 x-2
1 1 3x—5
x>3 2 x<3 2 x-2<1> —>1 5 —+3>4 = 4< <5
X —2 x+ 2 x—2
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N [[3x—5]] —4
x=21" "

Entonces, el limite propuesto queda:

3x—5
L x2+[[x_2]]x—21_1, tax-21 o (=3)(x+7)
T X3 _5x2+3x+9 o33 —5x243x+9 i (x—3)2(x+1)

. x+7) 10 (5/2) _
T (x—3)@+ D) (0H@E (0

x2 + Floor[ﬁ] x-21
-2
In[4]:= Limit[ = ; X—» 3, Assumptions -+ X < 3]

x>-B5x2+3x+9

Out[4]= -
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EJERCICIOS PROPUESTOS
GRUPO 5

En los ejercicios del 1 al 16, calcular los limites.

2—[[3§i%3]]x—12 7 —[x2-9]
1. lim 2 2. lim (—f———
x-2” x?2—-7x+10 x>3” x%2-9
R —o R —
- ([Ix*1-9 - ([x*] + [2x]?
3 (ﬁ B Teor
R. + oo, R. —
[x? — 1] . x?
> xh—>1— ( x? -1 6. xllr}& Vx =2
R. + R. + 0.
x?—-9 . V16 —x?
7. 8 lim ———.
x-3+* x—3 x4~ x—4
R. + oo. R. — o
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o I 3x%+7x +2 10. i 5x3+1
T S\ x21x-6 "xo20+ 20%3 — 8000x
R — R. +
e L xR
. m —F—- . m
x—-2~ \/m x—=37 m
R. — o R. +
13, 1im 21 14. 1 (1 ! )
er{l‘ V1 —x 'er'or‘lJr x—3 x2-9
R. + 0 R. + 0
X
15. i LI sen (3) +1] 16. lim (— ! )
C ot | xGe— 1) x2+[[2x+3]] 3 'xiT+(x—4 x2— 16
x+1
R. — oo. R. + oo.

1.8. ASINTOTAS

La asintota de una curva C es la recta L, cuya posicion esta definida por el limite de la distancia d
de un punto P de la curva a dicha recta, que tiende a cero, cuando P se aproxima a L, [1-3]. Véase la figura
1.23.

Figura 1.23. Representacion grafica de la asintota de una curva [1-3].

Las asintotas de una curva pueden ser: horizontales, verticales y oblicuas. A continuacion, se da
una definicion mas detallada de cada una de ellas.

1.8.1. ASINTOTA VERTICAL

Definicion 1.7. Sea f una funcidn real y x, un punto de acumulacién del Dom(f). Se dice que la
recta x = x, es una asintota vertical de la grafica de f, si se cumple al menos una de las siguientes
condiciones [1-3]:

lim_ f(x) = too. (1.38)

X-xg
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lim,_ f(x) = too. (1.39)
x-xd

Y

F 3

lim_f(x) = +oo

X-xg

Gr(f)

Figura 1.24. Representacion grafica de la asintota vertical [3].

1.8.2. ASINTOTA HORIZONTAL

Definicion 1.8. Sea f una funcion real de variable real. Se dice que larecta y = y, es una asintota
horizontal de la grafica de f, si cumple al menos uno de los siguientes enunciados [1-3].

lim£GO = . (1.40)
lim £(:) = y,. (1.41)

Y>Y
Iim f(x) =y,
X +00

Gr(f)

Figura 1.25. Representacion gréfica de la asintota horizontal [3].
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1.8.3. ASINTOTA OBLICUA

Definicion 1.9. La recta y = mx + b, es una asintota oblicua de la gréfica de f, si se cumple al
menos una de las siguientes condiciones [1-3]:

m= xlir{loo % y b= xlirilm[f(x) — mx]. (1.42)
m = xl_i}rzloo %x) y b= xl_i)r_nw[f(x) — mx]. (1.43)

y

T b= tim [fG) ~ma]) 2

x——0 X

’
g = xll)Too[f(x) - mx]‘;

Figura 1.26. Representacidn grafica de la asintota oblicua [1-3].

Tenga en cuenta las siguientes consideraciones:

e Con respecto a las ecuaciones (1.42), si al calcular los valores de m y b, uno de los limites no
existe, la curva no presenta asintota oblicua a la derecha.

e Con respecto a las ecuaciones (1.43), si al calcular los valores de m y b, uno de los limites no
existe, la curva no presenta asintota oblicua a la izquierda.

e Sim =0y b es finito, la asintota es horizontal.

x%2—x
-2

Ejemplo 1.41. Hallar las asintotas de la grafica de la funcién: f(x) =

Solucion.

Téngase en cuenta la propiedad de valor absoluto, para analizar cada una de las reglas de
correspondencia de la funcion.

—x, x<0
x| =

“lx, x=0°
Entonces, la funcién queda:
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x—x% x%*-—x
- <0 = x€((~,0U(1,2), y=0
x—2 x-2

X —X
x—2 2 2
X X XS0 5 xe([0,1]U (2, 4w)), y=0
x_z? x_z— 9 b 9y—
Si f(x) X x x_x2=> € ((—=0,0)U(1,2), y=0
* = = —00
if(x 2|2 "% , 20,y 2

e Calculando la asintota vertical
Se observa que el denominador se hace cero para x = 2, ademas:

i x—-x*  2—(2)* -2
i x—2 (@2)=2_ 0"

= +o00

x - x2

In[1]:= Limit[ , X > 2, Assumptions » x< 2

x-2
Out[1]= @
Por lo tanto, x = 2 es una asintota vertical.

e Calculando la asintota horizontal

A =7 T S ] A T @]

e SV (€ Vo Lk SRR (¢ Voo L

In[2]:= Limit[

out[2]= oo

Por lo tanto, no existe asintota horizontal cuando x — —oo (a la izquierda).

e Calculando la asintota oblicua

m= lim e _ i x=xr XA/ -1 [([@/x) —1]

B ) Rl ey oy Rl L ey ey R

x - x2

In[a]:= Limit[ , X o —oo]

x (x-2)
out3l= -1

X—X

Py 22 * X> = Jm,, {#xzm]} =, {le/x)]}

Por lo tanto, la recta y = —x — 1 es una asintota oblicua cuando x - —oo (a la izquierda).

b= lim [f(x)—mx]= lim (
X——00 X—>—00
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x - x2
In[4]:= Limit[ +X, X —co]
X -2
outfdl= -1
) x2—x| x*-x
*Sif) = |5 =5 =7 = ¥ €0, U (2, +0)), y 20

e Calculando la asintota vertical
Se observa que el denominador se hace cero para x = 2, ademas:

i x2—x (2)2-2 2 N
= = — = (o]
o x—2 (29 -2 o0+

x?-x

In[5]:= Limit[ , X 2, Assumptions -» x > 2]
x-2

out[s]= o

Por lo tanto, x = 2 es una asintota vertical.

e Calculando la asintota horizontal

li xz—x_ll M-/ x1-(1/0)]
oo X =2 ot X[1=(2/0)]  sote =(2/0)]

x2-x

Infg:= Limit[ , X - +cn]

x-2
Out[g]=

Por lo tanto, no existe asintota horizontal cuando x — +oo (a la derecha).

e Calculando la asintota oblicua

o f o x2-x 1=/ [1-1/0)]
m= lim —= lim ———— L S

xX—+00 x(x - 2) - x—l>r-ll:loo xz[l - (Z/X)] - xlr-{loo [1 - (Z/X)] =1

2

X° -x
In[7]:= Limit[— ; X = +cn]
x (x-2)
our= 1
b= lim [f(0)—mxl = lim (2> = lim )= 1m | ! J=1
= x5teo flx) =mx] = 2350 x—2 )T e x[1—(2/x)] = oo [1-—(2/x)] -
x%-x

In[8]:= Limit[ -X, X +oo]

x-2

outigl= 1

59



F. J. Salas, M. A. Sopliny L. A. Flores.

Por lo tanto, larecta y = x + 1 es una asintota oblicua cuando x — +oo (a la derecha).

PR
A
10—
2
X—Xx 9+
fO)=—"—. ]
x €(1, 2)
2
X—X 6
o) ===,
xE<_OO30>
N 4
N 3 4
N l
b Y
N 21,7
N ’
Pl O
-5 4 -3 -2 -1 0 1
x2 —
=—— x€]0,1
) == xel0.1]

Limites

Figura 1.27. Representacion gréafica de: f(x) = |(x? — x)/(x — 2)|, en el ejemplo 1.41.

2

x
Vx2—4

, x| >2
Ejemplo 1.42. Hallar las asintotas de la grafica de la funcién: f(x) =

x3
gz <2
Solucion.

[x] >2 e x € (-0, —2)U(2, + o)), [x|]<2ox€E(-2,2)
x2
Vx2—4

e Calculando las asintotas verticales

* f(x) = , X € ({00, =2)U(2, + )

Se observa que el denominador se hace cero parax = —2 y x = 2, ademas:

2 —2)2 4 4
x (=2) 2 e

lim = = =
xo-2"\x2—4  \[(-27)2-4 +4*-—4 OF

x2

In[9]:= Limit[ ;, X= -2, Assumptions —» x < —2]

x? -4

out[gl= o

Por lo tanto, x = —2 es una asintota vertical.
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i % (2)? 4 4
1m = = = =
=2t \x2—4  J2H)2-4 V4t-4 OF

%2

In[10]:= Limit[ ;, X 2, Assumptions -» x > 2]

x2 -4

out[10]=

Por lo tanto, x = 2 es una asintota vertical.

e Calculando las asintotas horizontales

2

X X
lim ——= lim =— lim ———== 4.
Xx—— oo x2 X——00 X——00 4
0 ()
x
In[11]:= lelt[ ; X - —oo]
Vx?-4
out[11]=
[es]
Ii i Ii lfm —— =4
m = m = 1m = 0,
x—+o0 x2 4_ x—>+oo xX—+00 4
“ (z2) 1- ()
x2
In[12]:= lelt[ , X = co]
Vx?-4
out[12]=
o0
Por lo tanto, no existen asintotas horizontales
e Calculando las asintotas oblicuas
m= lim f(x) lim = lim ——=— lim —
x—>—00 X x—> oox‘/x2 X——00 1 X——00 ’
x2
In[13]:= Limit[ X —co]
x\x%-4

out[13]=
-1
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Vx2 — 1-J1- i2 ]
b= 11m [f(x) mx] 11m x]= Iim x +xvx — lim x[ (X)
L e N =
xZ
4
Cim ) Lo
e [ [1+ ’1— ] 1—(0)[1+M] OO
%2
In[14]:= Limit[ +X, X —m]
x%-4

out[14]=

Por lo tanto, la recta y = —x es una asintota oblicua cuando x — —oo (a la izquierda).

. f(x)_l, x? _ x? i 1 _,
m_xil}—loo X _xiToox,/xZ_zl,_x—lH—loo 2 4 _x—l>r+1:100 4 -
2 1-(52) 1-(32)
x2

In[15]= Limit [

Out[15]=

4
. , x? [k —xvxr—4 ) x[l— 1_(P)]
b= lim [f(x)-mx]= lim JZ—1 |~ Jm_ Ty | Jim . (4)
—\52z

X
4
= lim (0) B
xq+w\/—[1+\/1— ] \/1—(0)[1 +J1—(0)] @)
In[16]:= lelt[ x -%, X HD]
x* -4

out[16]=
0

Por lo tanto, la recta y = x es una asintota oblicua cuando x — +oo (a la derecha).

3
*f(X)——xz, xE(—Z,Z)

e Calculando las asintotas verticales

Se observa que el denominador se hace cero parax = —2 y x = 2, ademas:
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x3 (-2)3 8 8

I Ve Rl G v v R &
Por lo tanto, x = —2 es una asintota vertical.

I x3 (2)3 8 8 4
= = = —_—= o0,
Aot A—x2 4—(27)2 4—4- 0O+

Por lo tanto, x = 2 es una asintota vertical.

Como x € (—2, 2), no tiene sentido analizar los limites infinitos para f(x) = 4fx2 .
Por lo tanto, no existen asintotas horizontales y oblicuas para f(x) = 4fx2 .
x2
, x| >2
Vil 4
La grafica de f(x) = , se muestra en la figura 1.28.
x3
| 5 <2
* 2,2
2 f(x)—m,xe<—, ) 2
x) = ,X €E(—00, —2 =
fG) = ( ) , f(x)l x2_4,xe(2,+oo)
| K | /
| J i
| > > !
| I
| 4 | i
| | /7
' 3 T | ,4’_ y =X
| | -
3 2 r
| I
0 | - |
| 1 X
: | ] 1 ] L) : + L ] = 1 ] 1] L) :
|
5 4 3 D b 1 2 3 4 5
| !
| i I
| I
x=-2—> le——x=2

| 1 [
| !
! 1 1
| i
| . |
| i
1 P 4 1

x2/Nx%2—4, |x|>2
Figura 1.28. Representacion grafica de: f(x) = , enel ejemplo 1.42.
x3/(4—x2), |x| <2
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2+ @2/x)], x<-3

3(2x + 2
—-3<x<1
Ejemplo 1.43. Hallar las asintotas de la grafica de la funcién: f(x) = < ’ x—1" x
(x—1)°
- - >
(x+ 1%’ x=1

Solucioén.

1 1 2 2 2
—o<x< -3 5 —=—<—-<0=2 =<—-<0=2>=<—442<2
3 x 3 x X

4 2 2
= 1<z<-+2<2=1<-+2<2= 2+@/]=1

Es decir: Vx < =3, [2+ (2/x)] = 1.

3(2x 4+ 2
fx) = 1,—3Sx<1.

e Calculando la asintota vertical

Se observa que el denominador se hace cero para x = 1, ademas:

I 32x+2 3|4
= — = —O00,
ot | x—1 0-

Por lo tanto x = 1 es una asintota vertical.

Como —3 < x < 1, no tiene sentido analizar las asintotas horizontales y oblicuas.

(x-1)°
f(X)Zm, x = 1.

e Calculando la asintota vertical
Como x = 1, no tiene sentido analizar la asintota vertical en x = —1.

e Calculando la asintota oblicua

(x —1)3 x—1 NG
me i = e = M e e M
() 1+ &)
(1-0)?
Syt

(x—1)3 (x—1)% —x(x +1)?
b= lim [f(x) —mx] = lim [(x+ 1)? x] B x*+°°[ (x+1)?

xX—>+00

. x3—3x2+3x—1—x3—2x2—x] . [—5x2+2x—1]
= lim = lim |—————

T xoto (x +1)? (x +1)2
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se-zrt] x25-2(3)+ ()
Jim_ _m]*,mﬁ 1r2(Y)+ (L)
X

=

5.

5-2(3)+ () 00
x—+0 _1+2(%)+(x_12) 1+ 2(0) + (0)

Por lo tanto, larectay = x — 5 es una asintota oblicua cuando x — +o (a la derecha).

La gréafica se muestra en la figura 1.29.

$

K=l

f) =102+ 2/x)],
x < =3

[2+@2/x)], x<-3

32x42
. ., et -1 -3<x<1 .
Figura 1.29. Representacion graficade: f(x) =4 ¥V % , en el ejemplo 1.43.
3
(x—1)2 x=>1
k(x+1)
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EJERCICIOS PROPUESTOS

GRUPO 6

En los ejercicios del 1 al 12, hallar las asintotas de la gréafica de la funcidn definida por las ecuaciones

dadas.
2+ x
X |5z , |x] <2
1. fl)=
2x2
T s xl =2
R x=2,y=
2x3+3x+1
3. f(X)=m+\/X2+6

R x=-2,x=3,y=x+2, y=3x+2.

x+1
x—1

Vx%—x, x €[1, +o0)

3(x+ 3
—, x< -3
x—3

3|x + 3|
x+1

5 x € (—OO’ 1)

5. f(x)=

7. f(x) =+

2
[[5+—]l, x> 2
x

R x=-1,y=1, y=5.

(2 <-3
x24+x—6" X
9. flx)=
lx3+7x2+3x—27 - _3
x3 4+ 5x2 + 6x 2

R x=-3,x=-2,x=0,y=1.

,—3<x<2Ax+-1.

x
, lx| > 2
x2_
2. f(x)=
2x2% — x3 € (=2, 7]
x+2 X ’

R.x =422, y=*x.
s(x84+2x+1 <1
x3+8 ° s
[[ x+1]l
x+ 3l

x[2+@/x)]+7
2x —1 ’

4. f(0) =

>1

Rx==-2,y=1,y=x

6. f(x)= i/x“ —5x3 —4x2+4 20x

Ry=x—2 y=—xt_
YEx-—gy=-oato

8. f(x)=3-2x-—
f x2—x-2

Rx=-1,x=2,y=—x+2,

y=-3x+-.

10. f(x) = i/x“ —x3—9x2%2 4+ 9x

Rove sl o 1
y=—xtoy=x-o
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(x? —4x —21)(x*> +2x + 3)

= D2(2x2—3x+5) = *<73
1. f() = X bt~ 2x 3<x<2Ax#*—1
x—2)(x2+2x-3)° x x :
\V/6x2 — x3, x>2
1
R.x=—3,x=2,y=5,y=—x+2.
L 1, 7x2 Xl 6
x—— , x| =
3 " Vares
12. f(x) =
x3
- <6
R x=46 yo= -k yo1ag— 1L
.Xx=16,y= 3,y— X 3T

En los ejercicios del 13 al 24, hallar las asintotas de cada curva.

2

13. f(x) = x+a 14, f(x) = x
.fx—xx_a .fx—m
R. x =a. R.x=1 x=-1, y=+x.
15. f(0) x2+3 16. f(x) x2+2x—1
. X) = . X)=——
IS x
R. y = +x. R x=0, y=x+2.
x?+9 x?
17. =— 18. =
f&) =53 8 S = e e —exr 32
R.x=3 y=1. R.x=%22, x=—-4,y=0.
19. xy?2—-3y2—4x =38 20. y?(x —2a) = x3—aB
R x=3y=-2,y=2 R. x=2a, y=x(x+a).
21 ()—x2+1 22. 2y(x + 1)? = x3
. f(x =271 . 2y(x =x
R x=-1,y=x-2. R x=-1,y=(x—-2)/2.
23. () = +4x6—9x4—x2+9 24 ()_2x2—3x+5
D fx)=x Z_% fx) = E—
R. x=+V5 y=0, y=2x R x=-1, y=-2x+5.
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1.9. LIMITES TRIGONOMETRICOS

1.9.1. LIMITES DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Para el calculo de limites de funciones trigonométricas, es necesario conocer lo siguiente [1-3]:

limcosx = 1. (1.44)
x—0
sen x
lim =1. (1.45)
x>0 X
tan x
lim =1. (1.46)
x-0 X
, 1l—cosx
lim ———=0. (1.47)
x-0 X
" 1—cosx 1 148
i =7 (148

Ejemplo 1.44. Demostrar las ecuaciones (1.44) y (1.45).

Solucion.
Y%
T
Iy
T tan x
7 sen x
x l >
0 R A i’
l«—— cos x —»|

Figura 1.30. Circulo trigonométrico en el primer cuadrante [1-2].
Teniendo en cuenta la figura 1.30, se tiene que:
x €40,7/2); P(cosx, senx); A(1,0); R(cosx,0); T(1, tanx)
Ademas:
Ancoary < Asector(0ar) < A(oary- (D1-1.44)
OA=r=1=>PR<x<AT = senx <x <tanx. (D2-1.44)

Como senx > 0, Vx € (0, /2 ), entonces a la desigualdad (D2-1.44) se le puede hacer entre
sen x, de manera que:

X tan x X 1 sen x

1< = cosx <

< 51< < <1. (D3-1.44)
sen x sen x sen x COS Xx

Sid(A,P) <x = \/(1—cosx)2+sen2x<x = \/1—2cosx+coszx+sen2x<x
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2
X
= V2—2cosx<x = 2—2cosx<x* = 1——<cosx.

(D4-1.44)
De las desigualdades (D3-1.44) y (D4-1.44), se tiene que:
2

sen x
1- > < cosx < — <1, x€{0,m/2). (D5-1.44)

Si en caso x € (—1/2,0)=> —7m/2<x<0=0<—x<m/2. En la desigualdad (D5-1.44)
cambiando x por —x y como cos(—x) = cosx y sen(—x) = —sen x, Se tiene que:

— )2 —
1—( ;) <cos(—x)<¥<1,xe(—n/2,0).

xZ

sen x
1—7<cosx <T< 1,x€(-m/2,0). (D6-1.44)

Esto indica que las desigualdades (D5-1.44) y (D6-1.44) se cumplen para todo x, tal que:
0<|x|<m/2.

Aplicando limite en (D5-1.44) y (D6-1.44), se tiene que:

x2
}Cl_r)ré (1—7>=1 y }Cl_r)r&(l)zl.

Aplicando el teorema de sandwich y teniendo en cuenta que cosx y senx /x, representan las
funciones intermedias, se concluye que:

, . senx
lim cosx =1 y lim =1.
x-0 x—-0 X
)  1—cos®x
Ejemplo 1.45. Calcular: lim —————
x-0 tan<x
Solucioén.
o 1—cos®x (1 -cosx)(1+ cosx+ cos?x)
L =lim = lim
x-0 tan?x x—0 tan2 x

Dividiendo tanto numerador como denominador entre x?2, se tiene:

(1 —cosx)(1 + cosx + cos? x) lim (1 —cosx)
7 —z
L = lim xz = 220 X >—1im(1 + cosx + cos® x)
x—0 tan“ x , tanx x—0
> (llm )
X x-0 X

_(1/2) 3
_W[1+1+(1)2] =5

Calculando el limite, haciendo uso de la sintaxis que muestra Wolfram Research [4]:

1- (Cos[x])?3

In[1]:= Limit[ ; X => 0]

(Tan[x])?

out{1]=

N | W
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Note que:
1—cosx 1 tan x
lim(—z)z—, lim =1, lim(1+cosx+cos?x)=1+1+ (1)2
x—0 X 2 x-0 X x—0

. ,senb5x —sen 3x
Ejemplo 1.46. Calcular: hrr& T —
x>

sen x
Solucion.
5sen5x 3sen3x . senb5x . sen3x
T sen 5x — sen 3x I 5x  3x SLI—I}(} 5x 3}33(1) 3x
im — = 1lim =
x>0 sen x x—0 sen x lim Ssen x
X x—0 X
_5m-3()
= 1 =
El célculo mediante Wolfram Mathematica es:
Sin[b x] - Sin[3 x]
In2]:= Limit[ , X > 0]
Sin[x]
out2]= 2
. . tanx —senx
Ejemplo 1.47. Calcular: lim —————
x—0 sen- x
Solucion.
sen x
. tanx—senx Cosx  Semx ) Senx(cosx_ ) (1 - cosx)
lim 3 = lim >~ =i >~ = 5
x-0 sen3 x x-0 senx (1 —cos?2x) x-0 senx (1l —cos?x) x-0 cosx (1l — cos?x)
(1 —cosx) 1 1

Ii =1i =—.
#30 CoS X (1 —-cosx)(1+ cosx) #50 COS X (14+cosx) 2

Tan[x] - Sin[x]
In[3]:= Limit[ ; X -> 0]
(sin[x])3
1
outsl= —
ut[3] 5
Ejemplo 1.48. Calcular: lim ——— o>
jemplo 1.48. alcular: lim (2= x)tanbx’
Solucion.
2[1—cosax
) 1 —cosax ., 1—cosax ¢ (ax)?
L =lim 2 b = lim tanbx:hm tan bx
x-0 x(2 —x)tanbx x-0 x2(2 — x) N x-0 b(Z—x)W
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a’lim
x—0

1—cosax 1
[ (ax)? ] at(z) @
bllm (2-x) lim tag bx ~ b(2) (1) 4b’

1-Cos[a x]

In[4]:= Limit[ ;X =D 0]
x (2 -x) Tan[b x]
a2
Outfd]=
4b
. _ sen?8x — sen? 4x
Ejemplo 1.49. Calcular: lim 5
x—0 X
Solucion.
Aplicando la propiedad: sen 2u = 2 sen u cosu.
Entonces: sen 8x = 2 sen 4x cos 4x.
_ sen’8x —sen?4x (2sen4xcos4x)?—sen?4x 4sen? 4xcos?4x —sen? 4x
L =lim = lim = lim
x-0 x2 x—0 x2 x=0 x?
. sen?4x (4cos?4x—1) 16sen?4x (4cos?4x —1)
= lim = lim
x—0 x2 x—0 (4x)2

sen? 4x

=16 11m xZ 4 llm(4cos 4x —1) =16(1)(4 — 1) = 48.

Inf5:= Limit

[(Sin[8x])2— (Sin[4 x])?

2

,x—>0]
X

outjs]= 48

sen(a + x) — sen(a — x)

Ej lo 1.50. Calcul 1
jempro alewiar: s 0 tan(a + x) —tan(a —x) °

Solucién.
Aplicando las propiedades:

sen(a + x) =sena cos x + senx cosa

sen(a — x) =sena cos x — senx cos a

tana + tanx
tan(la +x) =————
1 —tanatanx

tana — tanx
tan(la —x) =————
1+ tanatanx
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L=1f sen(a + x) —sen(a — x) It sena cos x + senx cos a — sena cos x + senx cosa
e tan(a + x) — tan(a — x) o tana +tanx ( tana — tan x )
1—tanatanx 1+ tanatanx

2senx cos a (1 — tan? a tan? x)

P (tana + tanx)(1 + tanatan x) — (tana — tan x)(1 — tan a tan x)
Note que:
(tana + tanx)(1 + tanatanx) = tana + tan? atan x + tan x + tana tan? x
(tana —tanx)(1 —tanatanx) = tana — tan? atan x — tan x + tana tan? x
(tana +tanx)(1 +tanatanx) — (tana —tanx)(1 —tanatanx) = 2tan?atanx + 2 tanx

2senx cosa (1 — tan? a tan® x) 2senx cos a (1 — tan? a tan? x)

L =lim = lim
x-0 2tan?atanx + 2tanx x—0 2tanx (tan2a + 1)
cosa (1 —tan? atan? x) cos x cosa
= lim 5 = 5 lim[(1 — tan? a tan? x) cos x]
x-0 (tan?a + 1) (tanZa + 1) x~0
cosa cosa

=cosacos’a = cos3a.

- (tan?a +1) ~secta

Sin[a + x] - Sin[a - x]

In[6]:= Limit[ ; X => 0]
Tan[a + x] - Tan[a - x]
outgl= Cos[a]?
. . sen(mx)
Ejemplo 1.51. Calcular: xEEr£+ i a4
Solucion.
sen(mx) sen(mx)

L= im = M e+ 2

Haciendo el cambio de variable: u = x + 2, six > —2% = u = 0%.

L= 1 sen[r(u —2)] i SETLTU oS 21 — sen 2w cos 2u i _SERTY
it ul(u—4) uso u(u—4) it u(u—4)

Note que: cos2mr =1y sen2mr =0

L= I msenmu i sen mwu ’ 1 (1)( 1)_ T
T mu(u—4)  Tulor mm ubot(u—4) ¢ 4)” 4
Sin|[w x]

In[7]:= Limit[ ;, X=» -2, Assumptions - x > —2]

x?2 -4

T
out[7]= - "

72



LIMITES Y CONTINUIDAD

1—2cosx+ cos2x

Ejemplo 1.52. Calcular: chl_r)r& )

Solucién.

1—2cosx+cos2x , 1—2cosx+ cos?x—sen’x . (cosx —1)? —sen®x

lim 5 = lim 5 = lim 3
x—0 X x-0 X x—0 X
2
~ (cosx—1)2 _ sen’x (1 —cosx) _ sen xy2
= lim —— 2 _lim = [tm ——==2| — (1im —=)
x—-0 X x-0 X x—0 X x-0 X

=(0)2-(1)?*=-1.

Note que se aplicd la propiedad:  cos 2x = cos? x — sen® x

1-2Cos[x] +Cos[2 x]

In[8]:= Limit[ ; X > 0]
2
X
outgl= -1
x6
Ej lo 1.53. Calcular: lim ——.
jemplo alcular: Iim (tgx — sen x)?
Solucion.
. o , i cos?x
lim = lim 5 = lim >
x>0 (tgx —senx)? x>0 (tgx —senx x-0 (sen X — Sen x cos x)
( x3 ) x3
cos?x . cos?x
= > =lim >
x=0 Tsen x(1 — cosx) x=0 [senx (1 — cos x)]
— x3 x U xZ
’ 2
_ il_r)% cos“x _ 1 _ 1 .
sen x 1 — cosx\1° 1\12 1 '
z. 7. - tYUsA - 1 —
(=) (=2 [0 @) (@G
x6
In[9]:= Limit[ ; X => 0]

(Tan[x] - Sin[x])?

outjg]= 4

Ejemplo 1. 54. Calcular: 1fm —o-0~
jemplo 1.54. Calcular: lim ————.

x—>T

Solucién.

Haciendo el cambio de variable: 3x — 2 =u = x - 23—” >u-0.
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sen 6x . sen[2(u+2m)] | sen2u . sen2u
lim =lim —————=1im = 2lim =2(1) =2.
x_,z?” 3x —2m  u-0 u u-0 U u-0

Sin[6 x] 2
In[10]:= Limit[— ; X => —]
3x-2m 3
Out[10]=
2
Ej lo 1.55. Calcular: 1i (2 ! )
jemplo 1.55. Calcular: lim oZx 1—senx/

x5

Solucioén.

2 1 2 1
L=t (o~ T ens) = | Rerr
xl_,n% cos?x 1—senx xl:% (1—senx)(1+senx) 1—senx

_y 2—(1+senx) _ 1
_xl_,n% (1—senx)(1+senx)| T

xo7

[ 1—senx Y 1
(1 —senx)(1+senx)l xl_{% (1+senx)

1
=5
2 1 7T
In[11]:= Limit[ - ; X =-> —]
(Cos[x])? 1-8in[x] 2
Out[11]=
1
2

I\[x+1 1
Ejemplo 1.56. Calcular: lim cot (}) H[T]] —cos (E)]

X—+ 00 X
Solucion.

x+1 1 1
=i+

X X X

. 1 1 1
Six>40 =2x< 400 2 ->0=>0<-<1=> [Hl:o.

X X X

x+1
=>|[ ]l=1+0=1.
X

Haciendo el cambio: y = 1/x

Six >+ = y->0*
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cor (i) [1 - cos ()] _

L= lim
X—+00 X
; . seny\~!
— y]l)% senyE 11m L [cosy (1 —cosy)] = (yll)rggr T> yll)r})lJr[cosy (1 —cosy)]

= (MMA -] =(@(0) =0.

Cot[i] (Floor[’“l] —Cos[i])

In[12]:= Limit[ ; X o +oo]
x
out[12]=
0
. . . . : : ] 1 1
Ejemplo 1.57. Analizar la existencia o no existencia de: lm& sen |1+ m — sen m .
. X
Solucion.
. ) ) 1
Haciendo el cambio de variable: y = m

Six > 0=y - +oo.

:>hm sen 1+ / \ llm sen 1+ —sen\/_]

ﬁf(ﬁf)(ﬁf)

o[-

|sen,/1+y—sen\/§| =2

Ml

Como < 1, entonces:

o LE225)

0< |sen,/1+y—sen\/§| <2

(D1-1.57)

S0

Aplicando limite en la desigualdad (D1-1.57)

‘ Vity-Jv\_ S I [ 1 ]_ _
yllrglmsen< 5 —ylirllmsen 2(m+\/§) = sen 2(\/”_004_\/%) =sen(0) = 0.

= lim
y—+oo

sen

(£-2)

Por el teorema de sandwich, se tiene que:
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lim
y—+00

Como ylirlloo|sen,/1 +y —sen \/ﬂ = 0, entonces ygrpw[sen,ll +y —sen ﬁ] =0.

o I0)

=0>= yl_iHloJSen‘/l +y—sen\/§| = 0.

Notese que [sen /1 +y — sen /|, es la funcion intermedia.

; ’ 1 ’ 1 )
}Clil’(l) lsen 1+ m — sen m‘ = y&rpm[sen,ll +y —sen ﬁ] =0.

sen(cx)
> x>0
x
Ejemplo 1.58. Dada la funcién: f(x) = { 2 x=0
T
cos(x+x)—cos(z
Gor)od)

a) Para qué valor de c existe lirré fx)
X—
b) Para el valor de ¢ encontrado, es verdad que lirré fx) =f(0)
X

Solucion.
a)

Para que exista Lim f(x), se debe de cumplir que: lim f(x) = lim_ f(x)
x—0 x-0 x-0%

Calculando lir(?_ f(x):
X

cos (% + x) — COos (%)

X

S = i

Aplicando la propiedad:

(T[+ ) _ (17,') (T[) _COSX \/§senx
cos 3 X ) =cos 3 COS X — sen 3 senx = > >
cosx +3senx 1
i . T3 —— % —3 _  cosx—+3senx—1 ~ —V3senx — (1 — cosx)
lim f(x) = lim = lim = lim
x-0" x—-07 X x—-07 2x x—-07" 2x

V3 g SERE 1 lim (1 —;:osx) _ _(@) (1)_@) ©) = _\/§

T2 X 20 2 2
) V3
Entonces: ,}Lrgh flx)=- -
. . sen(cx) V3 . sen(cx) V3 V3
lim f(x) = lim =—— = clim =—— >3 c=——.
x—0% x—0% X 2 x>0t Ccx 2 2
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b)

No es cierto que para el valor de ¢ encontrado, es verdad que lirrg f(x) = f(0), pues:
X—

V3

lm fo) =y fO) =2

1.9.2. LIMITES DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

El calculo de limites de funciones trigonométricas inversas, requiere hacer uso de las siguientes
ecuaciones y propiedades que se dan a continuacién [1-3]:

lirr}) (arcsenx) = 0. (1.49)
x>
lir%(arctan x)=0. (1.50)
X—
i
lim(arccosx) = —. (1.51)
x—0 2
arcsen x
lim ——— = 1. (1.52)
x-0 X
arctan x
im = (1.53)
x-0 X
i
lim arctgx = —=. (1.54)
X—>—00 2
lim arctgx = — 1.55
Jim arctgx == (1.55)
—t(x> b) arct tb—t(a_b)
a) arcsen x = arctan =) ) arctan a — arctan b = arctan TTab
2x
c) arccosx = arcsen+/ 1 — x2. d) arctan(a + x) — arctan(a — x) = arctan (m>

) . 2x —arcsenx
Ejemplo 1.59. Calcular: lim ————
x-0 2x + arctan x

Solucioén.
Dividiendo tanto el numerador como denominador entre x:

.. arcsenx
2x _arcsenx _arcsen x 2 — lim =

, 2x—arcsenx T T 2 x>0 2—-1 1
L=lim———— =1lim = lim = = ==.
x>02x + arctanx x—02X , arctanx  x-o arctan x ,_arctanx ~ 241 3
7+7x 2+—x 2+111’I’(}—x
X—

Note que se aplico las ecuaciones (1.52) y (1.53).

2 x - ArcSin[x]

In[13]:= Limit[ X - o]

2 x + ArcTan|[x]

Out[13]=

Wl
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arcsen(vcosx — 1
Ejemplo 1. 60. Calcular: lim ( )
x-0 /arcsenx +1—1

Solucién.

. arcsen(vcosx —1)  arcsen(vcosx — 1)(Varcsenx + 1 + 1)(v/cosx — 1)
L =lim = lim
x>0 yJarcsenx +1—-1  x0 (Vcosx — 1) arcsen x

. arcsen(vcosx — 1) . Veosx—1
= lim Lim(Varcsenx + 1+ 1) Lim——
x—0 (w/cosx — 1) x—-0 x-0 arcsenx

Evaluando por separado cada limite:

arcsen(+/cosx — 1) _q

lim

x>0 (ycosx —1)
Lirré(\/arcsenx +1+1)=1+1=2.

| Veosx — 1 i cosx — 1 i (1 —cosx)
im = lim = —lim
x>0 arcsenx  x~0 arcsenx (Vcosx + 1) x~0 arcsen x (vcosx + 1)

(1 —cosx) lim (1 —cosx)
= —lim X = - S
x—0 arc‘lﬂ(,lcosx + 1) h'ngarcicﬂ h'ng(ﬁcosx + 1)
X X
(1(2)

Entonces:

L= (1)(2)(0) = 0.

ArcSin [‘V Cos[x] - l]

In[14]:= Limit[ , X o 0]
vV Arcsin[x] +1 -1

out[14]=

) . [2x(arcsen x)? + tgx — senx
Ejemplo 1.61. Calcular: hrgl+ .
xX—

3
Solucioén.
. 2x(arcsen x)? + tgx — senx . x (arcsen x)? . (tgx—senx)
L= lim =2lim -——+ lilm ———
x—0 x3 x-0* X x2 x>0+ x3
arcsen x\ 2 sen x (1 —cosx 1 senx(1—cosx
=2 ( lim ) lim (=cosx) 2(1)2 + lim ( )
x>0t X x—0% COS X x3 x-0t COSX X x?
) 1 senx , (1-cosx) 1 1 5
=2+ Jim o Jim S lim = =2+ () (5) =245 =5
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2 x (ArcSin[x])2 + Tan[x] - Sin[x]

In[15]= Limit[

3

;, Xx=» 0, Assumptions -» x > 0]
b

out[15]=
5
2

arctan(v/1 + senx — V2
Ejemplo 1.62. Calcular: lim ( ) .
x—% 1+ cos2x

Solucion.
Aplicando la propiedad:
cos2x = cos?x —sen?x =1 —sen?x —sen?x = 1 — 2sen® x..
1+ cos2x=1+1—2sen’?x =2 —2sen’x = 2(1 —senx)(1+senx) = —2(senx — 1)(1 + senx)

= —2(1+senx)(V1+senx —v2)(V1+senx +v2).

L = lim [
x—Z

2

arctan (VI +senx — v2)
1+ cos2x

arctan(v/1 + senx — v2)
2x—1>rgl (1+senx)(V1+senx —v2)(V1+senx + v2)

lim

1
m .
257 [(1 +senx)(VT+senx + \/E)] x-y

[arctan (VIi+senx — \/Z)]
(V1+senx —v2)

3 _l[ 1 ] y [arctan(\/1+senx—\/§)
C 2|a+DVIF1+42) xl—>r% (VI+senx —v2)

1 y [arctan(\/l + senx — \/E)] \/fl, arctan(v1 + senx —2)
=———lim =——Ilim .
8vV2 x-% |  (VI+senx—+2) 162 | (VI+senx—+2)

Haciendo el cambio: y = (VI + senx — v2)

Six->n/2 = y-0.

L V2 [arctan(\/l +senx —2) V2 y arctany V2
=——1im = ——1Ilim =—-—.
1652  (VI+senx—v2) 16y-0 y 16

ArcTan[‘\/1+Sin[x] —'\/2] -

In[16]:= Limit[ L X > _]
1+ Cos[2x] 2
out[16]=
1
82
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EJERCICIOS PROPUESTOS
GRUPO 7

En los ejercicios del 1 al 24, calcular los limites.

tgax — tg3x  1—2cosx
1 _ 2. lim ———
x>0 tg x xog T 3x
V3
R. a. R ———.
3
3 x , T — 2arccos x
3. lim ntg (—) 4., lim ——
n—-+oo n x-0 X
R. x. R. 2.
5 nt (nx) 6 i 2tg x — arcsen x
. lim —tg(—= . lim———
x-0 X 5 2 x—0 sen x
R n R. 1
= . 1.
1+ cos(mx) . cos(x+h)—cosx
7. lim —— 8. lim
x-1 x%2—2x+1 h—0 h
T[Z
R. - R. —senx.
1
x + sen?x| + [tg x — x x%cos (=~
9. lim (! [+ ltgx = x| 10. 1i xheos(y)
x-0 [tg x| x-0 [tgx + senx
R. 1. R. 0.
11 1 [ " (x + 1) " ( X )] 12. I |[x + 1]1 (1)
- Jm xjaretg( —— ) —arctg(—— - Jm x| ——/isen |~
R L R. 1
-3 .
) tg ax . [x*sen(vVx2+4-2)
13. lim 14. lim
x~0 (1 — cos ax + x)(sec ax) x—0 (tg x — senx)?
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R. a. R. 1.
. tg(1+ cosx) . (bsenx —xsenb
15. lim 2~ %7 16. lim (—)
x-m cos(tgx) — 1 x-b \bcosx —xcosb
R 1 R senb — bcosbh
' ' " cosb+bsenb’
sen(a + x) sen(a + 2x) — sen’a
lim ( ) sen( ) 18. lim (m — 2x)tg x
x—0 X xa%
3
R. zsen 2a. R. 2.
~ «/m—+arccos x _arcsen (\/x + 1 —+/cos x)
. lim ———— 20. lim
x->—1F Vx +1 x-0 tan x
R 1 R 1
N 1
. 1—cos(b arcsen x) i 3xsenx
. 1lim 5 ,b>0. 22. lim 5
x=0 sentx *20 arctan (_x )
1+ x2
2
R —. R. 3
2
. x?arcsenx + tanx — senx . arcsen x — arctan x
. lim 24. lim
x—0 x3 x—0 x3
R 3 R L
-5 L5
sen x
( | I’ >0
x| ‘ o
. Sif(x) = , analizar la existencia de Lil’{)l fx).
8 — 8+v/cosx ol
T, x<0

R. No existe.

. f(h=2)-f(=2) 9(x) — g(m/8)
— (42 3 — coc2 — 17 — 1 A
. Sif(x) = (x%+1)3, g(x) = cos Zx,a—}ll_r)r(l) h yb—xl_lgrr}8 prampny e
Hallar a.b
R. 600.
. Sean fy g dos funciones definidas por:
N sen(ax?) 40 (x +1)2 x%—1
X+———, x — > -
flx) = xtanx , glx)={Vx+5-2
1 , x=0 2 ,x=-1

Calcular liml(fog)(x)
x—=

R. a.
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1.10. LIMITES DE LA FORMA: lim [f(x)]9™

Para el calculo de estos limites, se hace uso de las siguientes ecuaciones [1-4]:

lir% 1+ x)/* =e. (1.56)
X—
1 X
lim (1 + —) =e. (1.57)
X—+00 X
x _

lim =Ina,a>0. (1.58)
x—0 X

Se consideran los siguientes casos:

Caso 1. Si existen los limites lim f(x) = A y lim g(x) = B y son finitos, entonces:
x—-a xX—a

lim [f(x)]9%) = AB.

x—a

Caso 2. Silim f(x) = A # 1y lim g(x) = too, entonces:
x—-a x—-a

, . 90 = gt = [ ATT =0
SIO<A<1$}C1_I};11[f(x)] A {A_oo:+oo-
+oo _
SiA> 1= lim [f(0)]9® = 4t = {4 7 =+,
x-a A =0

Caso 3. Silim f(x) = A =1y lim g(x) = too, el procedimiento para el calculo se muestra a
x—a

x—-a

continuacion:
f)=1+a(x) = lima(x) =0.
x—a

a(x)g(x) lim a()g(x)

1 1 .
S lim [f(0)]9%) = lim {[1 + a(x)]_am} - { lim [1 + a(x)]—am} = olim a9
x—a x—a x—a

1
Note que lim [1 + a(x)]2® = e, por la ecuacion (1.56).
x—-a

1-Vx
. i 1+ x\1-x
Ejemplo 1.63. Calcular: lim < ) .
x>1\2 + x
Solucion.
1+x 1—+x

Sean f(x) =27 gx) = 1, - cntonces:

i (1+x)_2 i LY l-x 1 _1

w2+ x) T3 T —x T A0 —0(+x) s d+x) 2

Esto indica que se trata el caso 1, pues los limites lirr% fx)=Ay lin} g(x) = B, son finitos,
xX— xX—
entonces:

1—Vx

14X\ Tx 1
(35" - ai- 2P

Haciendo uso de Wolfram Mathematica [5], se tiene:
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1-Vx

1l+x -
In[f]:= Limit[[ ) X o 1]
2 +x

-1
| (o)
Ejemplo 1. 64. Calcular: xligrnw (xz n 1) .
Solucioén.
x?—1 x—
Sean f(x) = il g(x) = Py 1,entonces.

. x2—1 1 x—1 _ 1
Jim (o) =1y gm (G59) =

Puesto que los limites 1ir+n fx)=Ay lir+n g(x) = B, son finitos, entonces se trata del caso 1:
X—400 X—>+00

x-1

x? — 1\x+1
XEIPOO (xz T 1) =1.

[y

x-

x2 -1
In[2]:= Limit[ X o oo]
x2 ¢l

out2]= 1

. (x4 x+5\F
Ejemplo 1.65. Calcular: lim | ———] .

x>+ \ X242
Solucion.
x2+x+5
flx) = —23z Y g(x) = 2x, entonces:
lim <xz+—x+5> =1y lim 2x = +oo.
x—+oo \  x2+ 2 x—+00

Como los limites lir+n fx)=A=1y lirp g(x) = +o0, entonces se trata del caso 3:
X—+ 0 X—+00

=14+ ()_x2+x+53 ()_x2+x+5 _x+8
fe) = R =T g S x2-3°
+8
2x x2-3 (xx2—3)(2x)
x2+x+5 X + 8\ x+8 m (x+8)(2x)
L=I1im |{—————] = Ilim |{1+ = ex-+oo \x2-3 )
x—+00 x%2-3 x—+00 x2 -3

. x2 2+E It 2+1x6
lim (2X2+16X> X—EI-POO x2 1_1 x—ir-Poo 1_1 240
= ex>to\ x2-3 ) = ¢ x2/ =¢ %2/ = e1-0 = g2,
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2

x2 +x+5)%2*
In[3]:= Limit[ —_— , X - co]
x% 4+ 2

out= @2

Ejemplo 1.66. Calcular: lim (sen x)%@n¥,
xX-m/2

Solucioén.
f(x) =senx y g(x) = tanx, entonces:

lim senx =1y lim tanx = +oco.
x-m/2 X-T/2

Los limites lim f(x) =A =1y lim g(x) = too, entonces se trata del caso 3:
X-T1/2 X-1/2

fx)=1+alx)=senx = a(x) =senx —1

xg%z(sen x—1)(tanx)

1 (senx—1)(tan x)
]

lim (senx)®"* = lim [(senx)senx—l
X-1/2 X-1/2

=~
Il

senx] _[ li 1—sen? x\ senx ]
cosx) =e xl?/z 1+senx (cosx)

_ exl_grf{l/z(senx—l)(tanx) _ e—[xgw/z(l—senx)(

2
e_[xg%z(li)ssenxx)(zigi)] — e‘[xﬂ%(%)(se“")] - e—(g)(l) —e0=1.

nép= Limit[ (sin[x]) ™), x 5 7/ 2]

outi4l= 1

1/x2

Ejemplo 1.67. Calcular: lim( cosx )
jemplo 1.67. " x>0 \cos 2x

Solucion.

Se comprueba que se trata del caso 3, entonces:

cos 2 l(“’sc’i;?fz")(l)

2 2
cos x \1/* 3 COS X \Cosx—cos2x X lim (cos X—cos Zx)(i)
) m ( ) = ex—0 Ccos2x x2/,

x—0

L= 1m( =
x—0 \COS 2X cos2x

Aplicando la identidad trigonométrica: cos 2x = 1 — 2 sen? x, entonces el limite queda:

. (cosx—1+2sen?x\/ 1 . [2sen? x—(1—cosx)]/ 1 . 1 senx\2 . (1-cosx)
L = e)lcl—%< Cos 2x )(x_z) — eglcl—% cos 2x ](x_z) — e;lcl-% (cos Zx)[z(xl-rf}) ) —)1(11}1(1] x2
1
2_—
— W3] _ 32

o Cos[x] xiz
In[5]:= lelt[ _— ; X 0]
Cos[2 x]

outisl= e2/2
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X
. o n
Ejemplo 1.68. Calcular: ngrfwcos (\/7_1)

Solucién.

Haciendo el cambio de variable: u =

Sl =

Sin>40 2> u->0.

2

X x? _1 (cosu-1) (%) lim (cos u—l)(ﬁ)

L= lim cos™|—=) = lim(cosu)u? = lim | (cos u)cosu-1 = egu~0 u?
n-+o Vn u—-0 u—0

() Z o) = o

nel= Limit [

COS[é]]“,nw]

3+

x

ousl= € 2
. . In(2 +€%)
Ejemplo 1.69. Calcular: 1i

x>0 In(3 + e2x)°

Solucion.

1 2e 3% +1
e wer) oS
= = Ii

e , e—3x
= lIm ——————= lim — m—¢ - /
x~+eIn(3 + e2%)  xobeo (3 4 e—12x) gt (36;2_9;;_ 1)
In2e™3* +1) In(e 3
In(2e3 +1) —In(e™®*) ( = ) _ (x )
= oo In(3e=2* + 1) — In(e~2%) om mGBe >+ 1) _In(e )
x x
L -3 1 -3x
In(e=x + r - jim [1n(ze—3x + ¥ - lim. [ln(ex )]
= HE] _
X—+00

1 1 1 1
In(3e72* + 1)x — In(e~2¥)x lir+n [ln(3e‘2x + x| — lir+n [ln(e‘zx)f]
X—+00 X—+00

X—+00 X—+00

1 -3x
ln[ lim (2e=% + 1)x| — lim [@]

1 —-2x)1"
ln[ lim (3e-2% + 1)x| — 1fm [M]
x—+00 x—>+00 X
Calculando por separado cada uno de los limites:

1 e (E . a1
lim (2e73% + 1)% = lim [(29—3x + 1)—ze—3x] (x) = exk‘&o(z" 3")(2) = @O = 1.
xX—+0oo X—>+00

x>+

. [In(e™3¥) . .
Para resolver el limite lim p , se hace el cambio de variable: u = e 3%,
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x = —§lnu.

Six > 400 = u->0.

X+ u—-+0

_ [In(e™3%) ) Inu
lim — | lim =-3.

—§1nu

¢ - 1
— el IE) Z O = 1.

1 ](3e-ZX)(§)

1
lim (3e™2* + 1)x = lim [(Be™2* + 1)3e™%
X—+00 X—+00

In(e™2%)
Para resolver el limite lim [7 , se hace el cambio de variable: u = e ~2*.
xX—+o0 X

= ——Inu.
X Znu

Six > 400 = u-0.

. [In(e™¥) i Inu
lim = lim =
xX—+o00 X u-+0 1 l
—7 nu

Entonces, L queda:

. In(2+e*) In(1)-(-3) 0+3 3
L= lim = = ==

x>+oln(3+e2*) In(1)—(=2) 0+2 2°

Log[2 + 93"]
In[7]:= Limit[— , X oo]

Log[3 + ezx]

3
outlf]= —
2

1
1+tg x]m

Ejemplo 1.70. Calcular: Lli% [1 “tgx

Solucién.

Aplicando el limite tanto al numerador como denominador dentro del corchete

1 1 i 1 tgxsei)x
1+tg x]m _lim (1 +tgx)senx lim [(1 +tg x)tg"]

1 1
lim (1 — tg x)senx 1 178 senx
x—0

lim [(1 + (—tgx)) ©*

1 im Xy ) 1 i
[}CI_I)I‘(% (1 +tg x)tgx] e}}.’}}) X senx e)lcl_r;% cosx e 5
- Cmtgr—l - lmgxi—l_  im I el
_ 1] 5% ¥senx o x50 B¥senx @ xDdcosx
lim (14 (—tgx)) &~
x—-0
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Observe que:

fx)=14+1tgx), alx) =tg(x) ygx) = p—

1 1
Como consecuencia se tiene que: lim (1+tgx)Ex=e¢y lim (14 (—tgx))ex =e.
P xX—

1

14 tg x]senx
.'.L=lim[ 5 ] = e2.
x-0 |1 —tgx
1
.. 1+ Tan[x] \ sin[x]
In[8]:= Lll'l'llt[ _— , X 0]
1 - Tan[x]
outigl= €2
x*—1

Ejemplo 1.71. Calcular: lim .
x-1 xlnx

Solucion.
Haciendo el cambio de variable: x* — 1 = u.

Six - 1, entonces: u — 0.

I x*—=1 I x¥ -1 I u I 1 1
im = lim =——— = lim ———— = lim - .
x>1 xlnx  x»1 Inx¥  wsoln(u+1) w0 In(u+1) lfm [ln (u+ 1)5]
u u-0
= == =
In| lim (u + 1)ﬂ] In(e)
u-0
x* -1
In[9]:= Limit[ , X = 1]
x Log[x]
outi9l= 1
Ejemplo 1.72. Calcular: lim —er2t
jemplo 1.72. Calcular: lim miT 0
Solucién.
sen 2x . sen2x ,_sen2x ,_Sen2x
lim 0 2x i = _ 2lim = _ 2lim = _ 2lim ==
— — 1 l
0 In(l+x) x>0 |In(1+x) limM lim [ln(l + x)x] In [lim(l + x)x]
X x—0 X x-0 x—0

2(1
I ACO)
In(e)
Realizando el calculo con Wolfram Mathematica:
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Sin[2 x]

In[10]:= Limit[ , X 0]
Log[1 + x]
out[10]= 2
edx e[)’x
Ejemplo 1.73. Calcular: lim ————————.
x—0 sen ax — sen ffx
Solucioén.
e _ 1 eBx 1
emoem e (emoy) 07D (o)
lim ————— = lim = lim
x—0 senax —senfBx x-0  senax — senfx x>0  senax senfx
x X
. (e™—-1) . (efr—1)
_ oMo Ay ain@) -pine) _a-p_,
orlim SELAX _ Blim sen Bx a(1) — (1) a—p '
x-0 & x>0 X
, (e —1) (eP-1) | y
Notese que: }Cllr(l) o - In(e) y }cl—rgﬁ—x = In(e) (se aplica la ecuacion (1.58)).
e%* _ GB x
In[11]:= Limit[ , X > 0]
Sin[a x] - Sin[fB x]
outf11]= 1
X" — gt
E]emplo 1.74. Calcular: )1(1_r)r(11 m .
Solucioén.
L= x"—a® (=) +ax™? +a’x" 7 +a™™1)
= xoa In(x®) —In(a?)  xoa nlin(x) — In(a)]
i (x—a) ot ax™? 4+ alxv 4 e +a*h) L1
A [In(x) — In(a)] e n o

Ly Ly

Six — a, entonces y - 0.

. . (x—a)
Para el calculo de L; = lim

lim m, se hace el cambio de variable: y = x — a.

ol=lim D gy Y = lim ———— = lim ———
17 xsa [In(x) —In(@)] ~ »~o [In(y + @) —In(a)] ~ y~0 [ln (#)] y=0 [ln <%+ 1)]

3 a a a a
= l]m = = = =da.

y=0 %[m (% + 1)] lim [m (% + 1)]% In {lim (% N 1)15} In(e)

y-0 y—-0
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"t ax™ 2 4 a4 +a™1) (@ t'+aa"?+afa" 34
L, = lim =
x-a n n
(@t t+at 4 at Tt e +a™ 1)
B n
-1
_ na™ _ gt
n
X" — gt
= [ = l' - = -1 — n.
P In(x™) — In(a™) aa “
a
Noétese que: 1im [(X + 1)]y = e (se aplica la ecuacion (1.56)).
y-0L\a
x® - ag®
In[12]:= Limit[ , X > a]
Log[x"] - Log[a®]
out12= a”
. i 1 1\
Ejemplo 1.75. Calcular: lim [sen (—) + cos (—)] .
X—00 X X
Solucion.
. . . 1
Haciendo el cambio de variable: y = L
Six - oo, entonces y — 0.
Ve 1 1 * Ve
= lim [sen (—) + cos (—)] = lim [seny + cos y]*/”
X—00 X X y—0
1 (seny+cosy-1)/y

= lir% [(seny + cos y)(seny+cosy-1)
y-

}1}1’5}) (seny+cosy-1)/y im 3% _lim (1-cosy)

Para la resolucion de este ejemplo, se tuvo en cuenta el caso 3, donde:

1
f(y) =seny+ cosy, a(y) =seny + cosy — 1y g(¥) =

1
ling [(seny + cos y)(se“y”"sy—l)] =e.
y—)

In[13]:= Limit[(Sin[i] +Cos[£]]x, X = +co]
X X

ouff13]= e
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Ejemplo 1.76. Calcular: lim (e* + x)™*,
x—

Solucién.

Jimle*-1)+2](%)

1 (ex+x_1)(%) 1 X 1 m
L= ling (ex + x)m/x = ling [(ex =+ x)ex+x—1] exlg(l)(e - )(?) =e
X X

plimite*-1+x](3) _  lim (exx—1)+1]m _ o UDm _ gom

npi4)= Limit[ (e + x)™*, x > 0]

outf14]= 2™

s
Ejemplo 1.77. Calcular: lim (2 — x)tan(ﬁ).
x—
Solucién.

(1—-x)tan I 3
L=lim (2 - x)n(z) = lim [(2 _ x)%] &) — plim@-ntan(z)

Calculando por separado el limite linr11(1 - x) [tan ( )]

T
2x

, T , T 1 ] mx—1
}Clil}(l — x)tan (ﬂ) = }Cll‘r}(l — x) cot [E(l - ;)] = il_l;[il(l — x) cot [E( p )]

HESI
1G] T

cos[z(FD]__ a-x

. 12\ x BT x
T =5 I G =
= _(E) (1)—1 = _E
T m
mx—1
Observe que }Cl_r)r} cos [g (x ; 1)] =1y L@’%W =1
7( X )

Entonces, el limite propuesto queda:

Aln

L = lim (2 — x)tan(%) = e)chrri(l_x) tan(%) =e
x-1
.. Tan| 2
In[15]:= L1m1t[ (2 - %) an[“] , X = 1]
ouf15)= e 2

90



LIMITES Y CONTINUIDAD

. _In(cos ax)
Ejemplo 1.78. Calcular: lim

x-0 In(cosbx)’

Solucion.

[~

1 : %
In(cos ax) 2 In(cos ax) In(cosax)x?  In [L‘_I,%(COS ax)xz]
L = lim = lim = Ii -

x>0 In(cosbx) ~ x>0 1 = 1

5 1 i1
Pln(cosbx) 0 In(cos bx)x? In lina(cosbx)xz]
X—

1

1
Calculando los limites lir%(cos ax)x% y lirr&(cos bx)x% por separado
pad X

1
1 1 (cosax—l)(—) 3 1 _ 2 1. [1—cosax
lim(cos ax)** = lim [(cos ax)cosax—ll ) _ glimeosar-n(gs) _ o~ i [T
xX—> xX—
1
1 1 (cosbx—l)(— 3 1 42 1 [1—COs bx
lim(cos bx)* = lim  cos b1 ) _ gtmmreny) _ o i
X— xX—
Entonces L, queda:
aZ
Inle 2 a?
Lo In(cosax) ( )_—2_a2
= x5 In(cos bx) ( Jﬁ) ~ b% p?°
Infe 2 -
Log[Cos[a x]]
In[16]:= Limit[ , X = 0]
Log[Cos[b x]]
a2
out[16]= —
b2
. i T 1
Ejemplo 1.79.Calcular: lim tan™ (— + —) .
n-+o 4
Solucién.
. 1 "[tan(% + %)_1]

n—-+oo

/A 1 T 1 T 1 T 1
L= lim tan® (— + —) = lim [tan (— + —)] = lim [tan (— + —)]t:’m(E )1
n->+oo 4 n n-+oo 4 n 4 n

-1 Ii

= enaToo nll—tan(%)] .

i 1+tan%)
n—+0oo 1—tan(ﬁ)

Haciendo el cambio de variable:

= el n[mn G-

Sin - 4+ = u — 0, entonces:

L = edma(an = 2 dm (e im () = 2 = g2,
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In[17]:= Limit[ (Tc‘:ln[l—T + E]Jn, n- +oo]
n

ou[i7= €2

ax+h + ax—h —2a*
,a>0.

Ejemplo 1.80. Calcular: Ll_r}r(l) < PP

Solucioén.

Factorizando el término a*:

o [a*th 4 q* M — 2a% . av+ah-2 . a*h —2a" +1
L =Ilim = lim a* — =lima*|{———

h-0 h? h—0 h h-0 hzah
i o a*t —2ah +1 i a* (a* —2a" +1 i a* (a* - 1\°
v R h2ah T h? T ah\ " R

N[, fah =1\
= a*lim (—h) lim =a*In’a.
h—0 \a"/ |n—0 h
Observe que: a®* — 2a" + 1 = (a* — 1)?.
ax+h + ax-h -2 3%
In[18]:= Limit[ , h- 0]

hZ

outi1gl= a* Log[a]?

a* — ab
Ejemplo 1.81. Calcular: lim ( ), a>0.
x>b \ Xx—Db

Solucion.
Haciendo el cambio de variable:u =x —b = x =u + b.

Six > b = u — 0, entonces:

x-=b \ X — u u-0 u u-0 u

Limites

a* —ab avtb — qgb a*—1 at —1
L=lim< >=lim <7>=limab( >=ablim< >=ablna.

a* - aP

n[19]= Limit [ E—

L ,x—»b]

outf19= a® Log[a]
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EJERCICIOS PROPUESTOS
GRUPO 8

En los ejercicios del 1 al 32, calcular los limites.

1 1
1. lin%(l — sen 3x)2x 2. limo (cosx + a sen bx)x
X— xX—
R. e73/2, R. e,
ex _ eﬁx
3. lim x[In(x+ 1) —Inx] 4. lim <7>
x—+00 x—-0 X
R. 1. R. a-—p.
bx cotx
5 i 5a 6 1 (ex + x)tanx x
C o, |08 x T (1 + senx)*
_5ab
R.e 2. R. e.
o (A+x)4-1 A+ x)e-1
7. lim —— 8. Iim ———
x>0 x x>0 In(x+1)
R. a. R. a.
sen x arctan 2x
9. lim ( )x_senx 10. lim ( ’cos\/z)
x-0 X x-0
1
R. e 2. R. —.
Ve
T cotx
7 _ sec(mx/2) . T
11. }513} 2-x) 12. }gr(l) [tan (4 x)]
R. e?/™, R. 72,
3 1
sen a + sen 3x\sen3x N
13. lim (—) 14. lim (Vx+1-vx+1)"
x—0 \sen a — sen 3x xX—00
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15. 1

17.

19. 1

21. 1

23.

25.

27.

29.

31.

2z
R. esena,

. sen3x —senx
im ——F——+—
x~0 In(x+1)

R. 2.

lim
x—-0

aX+l 4 px+l 4 ox+l 1/x
( a+b+c )

1
R. (a%b?c€)a+brc .

. In(1+Vx + ¥Yx)
xo0 In(1+ Vx + Vx)

R3
-5

im
X—00

2_
xt+3x2 +2x + 1\
2x*+5x + 4

R. 0.

] In [tan (E + ax)]
}clir(} sen4bx

R2a
S

In [5{/ cos(ax)]
2

lim —————=

x—0 bx

a2

R. _m.

1
; i
lim [1+ 6tan?(V2x)]*

R. e3.

X
lim ( /1 —senﬁ)
x—0
R. 0.

VxZ-4x
y x4+ 5x% +6x+1) 3
Pt 4x3+5x+1
R 1
7
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16.

18.

20.

22.

24.

26.

28.

30.

32.

Limites

R. e~1/2,

cos(xe*) — cos(xe™)

lim 3
x—0 X

R.—-2.

2\ 1/x

lim ) ,a>0,b>0.

x—-0

a*’ + b*
( a* + b*

1
R —.
Vab

rILirgj n?(Vx — "H{/}) , x> 0.

R. nlnx.

1
lim (/1 + sen 3x)sen(Y3¥)
X—

R. 1.
senTx®
im 5
x—1 sen mx
R a
_

XSED(%)
N
lim |—
X—00

l 16x sen (%)J

R. 2.

1
lirr% [2 + cos(mx)]*?-1
pd

R. 1.

1-cos? x
. (tanx\  «x
lim ( )
x-0 X
R. 1.

1
11'rr(1] (1 + tan x)sen(v2x)
xX—



CAPITULO II
CONTINUIDAD

2.1. CONTINUIDAD DE UNA FUNCION EN UN PUNTO

Definicion 2.1. Considere una funcion real de variable real f: R — R, se dice que la funcion f es
continua en el punto x = a, si y sdlo si cumple con las siguientes condiciones [1-5]:

Exista f(a), es decir a € Dom(f). 2.1)
Exista chlll’cll f(x). 2.2)
lim f(x) = f(a). (2.3)

2.1.1. TIPOS DE DISCONTINUIDAD EN UN PUNTO

Definicion 2.2. Se dice que una funcion real de variable real f: R — R tiene discontinuidad
evitable o removible en un punto x = a, si se cumple alguno de los siguientes casos [1-3]:

Caso 1: a € Dom(f) y existe lim f(x), pero lim f(x) # f(a).
x—a x—a

R D
=[S0, 12 pomtsy = bnr

Caso 2: a ¢ Dom(f) y existe 1im f(x).
x—a

R Dom -
£(x) = {{ig)f(x), ;:i 51 () ~{a) , Dom(f.) = Dom(f) U {a}

En estos casos se ha designado a f,-(x) como la funcién redefinida de f(x).

y y
Casol Caso 2
f(a) 1
L Gr(f) L Gr(f)
0 a € Dom(f) x 0 a & Dom(f) ¥

Figura 2.1. Discontinuidad evitable o removible [1-3].

Definicion 2.3. Se dice que a € R es un punto de discontinuidad esencial o inevitable de la
funcién £, si se cumple alguno de los siguientes casos [1-3]:
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Caso 1: a € Dom(f) y no existe lim f(x), lim f(x)y lim_f(x) existen, pero son diferentes.
x—-a x—-a x—-a

Caso 2: a € Dom(f) y lim f(x) = too.
xX—a

YA Vi
Caso1
fla)| e © ar(f) f(a)
Gr(f) !
/W "
- > x > x
0 a
Figura 2.2. Discontinuidad inevitable [1-3].
3—xsgn(x+3), x < -2
Ejemplo 2.1.Sea: f(x) =< 2 —x, —2 < x <2 . Determinar si la funcién es continua o
x? —4x + 4, x> 2
discontinuaenx = -2y x = 2.
Solucion.
-1, x< -3
sgn(x+3)=49 0, x=-3
1, x>-3

Una forma mas explicita de representar la funcion es:

rx+3, x <=3

3, x=-3
fx)=43-x, -3<x<-2

2—Xx, —2<x<2

X2 —4x+4, x> 2
¢ Analizando la continuidad en x = —2
f(=2)=2-(-2) =4=>3f(-2).

Evaluando h’m2 Ji€9)
x—=—
lim f(x)= lim 3—x)=5
x—=2" xX—>=2"
Am, fO) = lim (2 —x) =4

xLi{nZ_f(x) #* li£n2+f(x) -2 xlirPZ fx).
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No se cumple la segunda condicion de continuidad, por lo tanto f no es continua en x = —2.
Se puede decir que f tiene una discontinuidad esencial en x = —2 (caso 1).

¢ Analizando la continuidad en x = 2

fR)=2-(2)=0=3f(2).

Evaluando }CI_I)I% fx)
Jip £60 = lip 2= =0.
,}i‘gkf(x) = xlir;gr(xz —4x+4)=0.
Jim £ = lim, ()« 31m £ o).
f(2) = ngf(x). Por lo tanto f es continua en x = 2.

La representacion grafica de f se muestra en la figura 2.3.

f)=x+3, 3
x < -3

3 —xsgn(x+3), x < -2
Figura 2.3. Representacion gréafica de: f(x) =4 2 — x, —2<x<2 ,enelejemplo2.1.

tx2—4x+4, x> 2
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lx — 2|
> X+ 2
Ejemplo 2.2.Sea: f(x) = x| = . Determinar los puntos de continuidad y discontinuidad
1, x=2

Solucion.

Una forma mas explicita de representar la funcion es:

x —
(—, —0<x<—-2V-2<x<0
x+2

FI=1_1, o0<x<2
1, x=2

Los posibles puntos de discontinuidad son: x = -2, x =0y x = 2.
¢ Analizando la continuidad en x = —2

No existe f(—2).

Evaluando xlirpz fx)

im0 = x—2 —2-2 —4
= —= [oe]
im_f(x M x+2 232 0

im0 - 1 x—2 —2-2 —4
BLLMACOR N e R e el e

Entonces la funcion presenta una discontinuidad esencial en x = —2 (caso 2).
¢ Analizando la continuidad en x = 0
f(0) = -1 = 37(0).

Evaluando 11’rr(1) fx)
xX—

=-1

llm flx) = 11m L
Jip 160 = Jig (-1 = -
A f(x) = lim, £(x) 3 1im f(x).

f(0) = lirré f(x). Por lo tanto f es continuaen x = 0.
X

e Analizando la continuidad en x = 2

f@2)=1=3f(2).

lim f(x) = lim (—1) = —
x—2~ xX—2"
Ap S0 = Jip =1

Los limites laterales son finitos y diferentes, esto quiere decir que la funcién tiene una
discontinuidad esencial en x = 2 (caso 1).
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La grafica de la funcidn, se muestra en la figura 2.4.

Ix — 2]
|x|—2’x¢2

Figura 2.4. Representacion gréfica de: f(x) = , en el ejemplo 2.2.
1, x =2

x3-2x% —11x + 12
X2—5x + 4
discontinuidad. Ademas, defina una funcidn f,., de manera que sea continua Vx.

Ejemplo 2. 3. Para la funcién: f(x) = . Determinar los puntos de continuidad y

Solucioén.

x-DHx-Dx+3)

La funcion simplificada es: f(x) = G—DHa-D =x+3, x#1Ax+4.

La funcion tiene puntos de discontinuidad evitable o removible en x = 1y x = 4 (caso 2).

Evaluando lim f (x) y lim f(x)
x—1 xX—4

lim f(x) = lim(x+3)=(1+3)=4.
x-1" x-1"
JClLr{;rf(x) =xh_f¥r(x+3) =(1+3)=4.
lim f(x) = lim(x+3)=4+3)=7.
x4 xX—4
,}LT+f(x) = ,}LT+(x +3)=04+3)=7.

Entonces lim f (x) y lim f (x) existen.

x-1 x—4

x+3, xe (R—{1,4})
La funcion f, queda definida por: f.(x) = { 4, x=1

7, x=4
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Ejemplo 2.4. Hallar los valores de a y b que posibiliten la continuidad en todo su dominio de la funcién
b[3x + 4], x € [1, 2)

definida por: f(x) = < 20, x=2
5xvVa — 2x, x € (2, 3]

Solucién.

e Analizando la continuidad en x = 2
X2 2" 2x<2>3x<6>3x+4<10>9<3x+4<10=>[3x+4] =9
f(2) = 20.

Evaluando h’ng fx)
X—

lim f(x) = lim b[3x + 4] = 9b.
x-27 x—-27

J}Lrgl+f(x) = lim 5xvVa —2x = 10Va — 4.
Como la funcion es continua en todo su dominio, entonces: lir?_ fx)= Hr;lJr fx) = f(2).
xX— xX—
20
9 =20=>b = 3
Igualando lim f(x) = f(2):
x—2%
10va—4=20=>VvVa—-4=2=>a—-4=4=>a=8.
20, x €[1,2]

5xV8 — 2x, x € (2, 3]

Entonces, la funcién queda: f(x) =

Y

= K

f(x) =5xv8 —2x, x €(2, 3]
f(x) =20, x €[1,2]
20
15 T ™ x
1 2 3
20, x € [1,2]

Figura 2.5. Representacion grafica de: f(x) = , en el ejemplo 2.4.

5xvV8 — 2x, x € (2, 3]

100



LIMITES Y CONTINUIDAD

Ejemplo 2.5. El precio por kilo de un determinado producto viene dado, en funcién del niumero de
kilos que se venden por la funcion:

ax + 20, six <10

flx) = 3x 6x
x—10 x2—18x+80°

six > 10

Halle el valor de a para que no exista una cantidad critica de compra (donde el precio del kilo no sufra
un salto brusco).

Solucioén.

Para que el precio no sufra un salto brusco, la funcidn debe ser continua en todo su dominio,

entonces:
lim f(x) = £(10). (E1-2.5)
x—-10
£(10) = 10a + 20. (E2-2.5)
Calculando lim f(x), se tiene:
x—-10
i () = 1i ( x 6x )
Jim FO) = i =10 " x> = 18x + 80
_ [ 3x 6x ] _ 3x [1 2 ]
Tao0lx—10 r—10)(x—8)] _xttox—101"  (x—-8)

e 3x (x—lO)_l, 3x 30
_xg{lo(x—lo) (x—8) _xlglo(x—S)_ 2

= 15.
Igualando Hl‘{lof(x) = f(10), se tiene:
X—

£(10) =10a+20=15 = 10a=-5 = a=—1/2.

20 £

19 & x .

T f(x)=20—§,51xS10

17-\

16 1

15 4 ) 3x 10

14 4 x) = , six >

13 o f x—8

12 4

11 o

10 1

0 =

g-

7-

6 -

5-

4-

3 -

2-

].

(] L} L L] L) L] L] L] L] Ll :x
s 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

20 — (x/2), six < 10
Figura 2.6. Representacion grafica de: f(x) = , en el ejemplo 2.5.
3x/(x —8), six > 10
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Ejemplo 2. 6. Hallar el valor de a que posibilite la continuidad en todo su dominio de la funcién
definida por:

a, six =0
fl) = Vcos2x —cosx |
——————, six#0
sen? x

Solucioén.

Si la funcién es continua en todo su dominio, entonces:
lirr(l) fx) = f(0). (E1-2.6)
X—
f(0) =a. (E2-2.6)

Evaluando el limite lina f(x):
X—

) _ Vcos2x —cosx , cos2x —cos’x _ cos?x—sen?x — cos®x
lim f(x) = lim 5 = lim 5 = lim ——; >
x—=0 x—0 sen? x x—0 sen? x x-0 sen? x (cos 2x + cos? x)

Recuerde la identidad: cos 2x = cos? x — sen? x.

—sen® x -1 1

lim f(x) = lim =lim =—3.
x—»of( ) x—0sen? x (cos 2x + cos?x) x-0(cos2x + cos? x) 2

Entonces, de la igualacién lirr(} f(x) = f(0), se obtiene a = —1/2.
X

Ejemplo 2.7. Determinar el valor de a € (0, w/2) para que la funcién:

sen?x —sen?a
Z_,z _ -
flx) = 1 xt—a , sea continua en todo su dominio.

2a’
Solucioén.

Las condiciones de continuidad para la funcién, son:

lim f(x) = f(a). (E1-2.7)
1
fla) = 2 (E2-2.7)

Calculando el limite 1im f (x), se tiene:
x—a

. . sen’x —sen’a (senx—sena)(senx + sena)
lim f(x) = lim——————=lim
x-a x-a x2 — q? x-a (x—a)(x+a)

_ (senx —sena)(2sena)
= lim
x-a (x — a)(Za)

Haciendo el cambio de variable: u = x — a.

Six - a = u - 0, entonces el limite queda:
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[sen(u + a) — sen a] (sen a) 1 senucosa+ senacosu —sena
= im
u—0 u

lim f(x) = (Sen a) lim

x-a a u-0 u a

(sen a) . senucosa —sena (1— cosu)
= im

a u-0 u

lim im
u-0 U u—0 u

(senacos a) . senu (sen2 a)l' (1 —cosu)

a a

senacosa senz a senacosa
=(—)(1)—< )(o>=—.
a a a

Entonces:
@ 1 senacosa 1=2 5 1 5 T T

P — — = = = == = = —.

fla a- a4 senacosa sen 2a a=3 a=z
a?
3a——, 0<x<a
Ejemplo 2. 8. Dada la funcién: f(x) = (x 2’;)2 . Calcular el valor de a para que
P , XxX=a

la funcién sea continua en todo su dominio y graficar la funcién.
Solucion.

Para que la funcidn sea continua en todo su dominio, se debe de cumplir lo siguiente:
lim f(x) = f(a). (E1-2.8)
Xx—a

(a—2a)* (-a)?

fla) = (E2-2.8)

. . 2a? 2a?
limf(x) =lim|{3a——)=3a——=3a-2.
x-a x-a x2 a2

Igualando lim f(x) = f(a), se tiene:3a —2 =a = a = 1. Entonces, la funcién queda como
x—-a
se muestra en la figura 2.7.

y
4h

1 f@W=x-22% x>1

7 -

|-

0 / T T P X
4 I 2 3

- (x)=3 2 0<x<1
» fx) = 2 x

-5

3—(2/x%), 0<x<1

, en el ejemplo 2.8.
(x—-2)2 x=>1 Jemp

Figura 2.7. Representacion gréafica de: f(x) = {
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2.2. CONTINUIDAD DE FUNCIONES EN INTERVALOS
2.2.1. DEFINICIONES IMPORTANTES DE CONTINUIDAD EN INTERVALOS
Definicién 2.4. Una funcion f: {(a, b) - R es continua en {a, b) si es continua para todo x € {(a, b)
[1-3].
Definicién 2.5. Una funcién f es continua en (a, b] si [1-3]:
a) f escontinuaen{a, b)
b) f es continua por la izquierda en b, es decir: xli)rlgl_f(x) = f(b)
Definicién 2.6. Una funcién f es continua en [a, b) si [1-3]:
a) f escontinuaen (a, b)
b) f es continua por la derecha en a, es decir: xll',%f(x) = f(a)
Definicién 2.7. Una funcién f es continua en [a, b] si [1-3]:
a) f escontinuaen (a, b)
b) f es continua por la derecha en a, es decir: xll',%f(x) = f(a)
c) f escontinua por la izquierda en b, es decir: xlirgl_f(x) = f(b)
][Ejerrﬁplo 2.9. Dada la funcién definida por: f(x) = /|x| — [x] . Analizar la continuidad en el intervalo
1, 3].
Solucion.

La funcion restringida al intervalo [1, 3] es:
Vi—1,1<x<2
f(X)=!m, 2<x<3.
L\/m, x=3
Se observa que los puntos donde se debe estudiar la continuidad son: x = 1, x =2y x = 3.

¢ Analizando la continuidad en x = 1
f=vi-1=0.
lim f(x) = lim v1—-1=0.
x-1% x-1%
Como lir{1+ f(x) = f(1), f es continua en x = 1 por la derecha.
xX—

e Analizando la continuidad en x = 2
f2Q)=+v2-2=0.
lim f(x) = limv2—-1=1.
x—-27 X2
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RS = g 2= 2 =0,

Los limites laterales son diferentes, entonces f es discontinua en x = 2 por la izquierda, pero es
continua en x = 2 por la derecha porque f(2) = lir%f(x), a la vez que es continua por la derechaen x =
X—

1. Esto indica que la funcién f es continua en el intervalo [1, 2).
¢ Analizando la continuidad en x = 3
f3)=+v3-3=0.
lim f(x) = lim vx —2 = 1.
x—-3~ x—3~
Como lirgl_ f(x) = f(3), f esdiscontinua enx = 3 por la izquierda. La funcién f es continua en
X—
x = 3 por la derecha y discontinua en x = 3 por la izquierda, se puede decir que f es continua en el
intervalo [2, 3).
Entonces, f es continua en los siguientes intervalos: [1, 2) y [2, 3).
Se concluye que f no es continua en el intervalo [1, 3], por lo siguiente:
¢ No es continua para todo x € (1, 3), es decir es discontinua en x = 2 por la izquierda.

e No es continua en x = 3 por la izquierda, es decir: lir§1_ f(x) = £(3).
xX—

La gréfica de la funcidn, se muestra en la figura 2.8.

Y
19K fOO=Vx=1,  f)=vVx-2,
1<x<2 2<x<3
l 0
~ fx) =vx -3,
0.5 =
! s
0 o *~—»
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5
Vx—1,1<x<?2

Figura 2.8. Representacion gréfica de: f(x) = {vx — 2, 2 < x < 3, enel ejemplo 2.9.

Vvx—3, x=3
,25 — x?
X2 —9 > 3<|x|<5
2
Ejemplo 2.10. Dada la funcién definida por: f(x) = < M, |x] <3 . Determinar los

=[5

,x2—25
4w, |X|>5

intervalos donde f es continua.
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Solucioén.

Analizando los valores que puede tomar, sgn(x? — 16) y [x/3], se puede expresar la funcién de
una forma més explicita.

x € ([-5,-3)U(3,5]

-1
—, x€[-3,0
Vv=x+1 [ )
-1

—, x €(0,3
N (0, 3)

f=4 _4
S x=3

x—1
4[x2 — 2

2_ ) xe(_ooa_s)
+|x2 — 25

————, x €(5, +x)

x—2

Se observa que los puntos donde se debe estudiar la continuidad son:
x=-5x=-3,x=0,x=3yx=5.

¢ Analizando la continuidad en x = =5

25 — (—=5)2 25 — 25
f(_5)=J(_5)2 =5 IJ T

Evaluando 11’m5 Ji€3)
xX—>—
I @) = I 4x2—25_0
s = e T
I W= I 25—x2_0
x—}£n5+f x _x—}zré+ x2 —9

Como lirr%_ flx) = 1irr;+f(x), entonces existe ll'msf(x). Ademas ll'msf(x) = f(-5). Esto
xX—— x—-— x—-— xX——
indica que la funcion es continua en x = —5 y por ende es continua en el intervalo (—oo, —5].

¢ Analizando la continuidad en x = =3

-1
v3+1

f(=3) =

Evaluando 11’m3 )
xX-—
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T e G il o) S N RN £
A=l E e T (o9 Jor—9 Jor
T S S
A )= I S e T Vi 2

Los limites laterales son diferentes, entonces f es discontinua en x = —3 por la izquierda, pero es
continua en x = —3 por la derecha porque f(—3) = lirr%+ f(x), alavez que es continua en x = —5. Esto
x——

indica que la funcion f es continua en el intervalo (—oo, —3).
¢ Analizando la continuidad en x = 0
No existe f(0), entonces la funcién f no es continua en x = 0.

Como la funcion f es continua en x = —3 por la derecha, entonces, sera continua en el intervalo
[-3, 0).

e Analizando la continuidad en x = 3

-1 1
O=F=="F

i . —1 1
M f0) = lim == -7

i F00 = 1t 25 — x2 |25 — (3)2 16 16
= = = = _—= o0
Jim, f(0) = lim, =73 GN2 -9 [or —9~ [or = T

Por ser un limite lateral +oo, la funcidn presenta una discontinuidad esencial en x = 3 (caso 2).

Entonces, la funcion es continua en el intervalo (0, 3).

e Analizando la continuidad en x = 5

25 — (5)2
fo= [Gr-s =’
I -l 25 — x? 0
Apfe=lp R =
1 )= 1 4x2—25_0
SRS =ln S =0

Los limites laterales son iguales, entonces existe h’m5 f(x). Ademas 11’m5 fx) = f(5).
x—>— x—>=

Entonces, f es continua en x = 5y por ende es continua en el intervalo (3, +oo).
Se concluye, que f es continua en los siguientes intervalos:

(—o0, —3),[-3, 0), (0, 3) y (3, +00).
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EJERCICIOS PROPUESTOS

GRUPO 9
2
;—_1, 1<x<?2
Para la funcion definida por: f(x) = . Analizar la continuidad o

x> +3x—2,2<x<5
discontinuidadenx = 1y x = 2.

R. Discontinuidad evitable en x = 1 (caso 2), discontinuidad esencial en x = 2 (caso 1).
x?—6x+1, —-1<x<2
Para la funcion definida por: f(x) = < 2x — 6, 2<x<3 . Analizar la continuidad o

t—x2+4x—3, 3<x<5
discontinuidadenx = 2yx =3.

R. Discontinuidad esencial en x = 2 (caso 1), continua en x = 3.

3+ x—2]
m, X #F—4,x#+ 2
Para la funcion definida por: f(x) = 2 = —4 . Analizar los puntos de
lZ, x =2
continuidad o discontinuidad.
R. Discontinuidad esencial en x = —4 y x = 2 (caso 2).

x + 2a, x < =2
Para la funcion definida por: f(x) =< 3ax+b, —2<x<1. Hallarlosvaloresdea y b

3x—2b, x>1
de manera que la funcién sea continua en todo su dominio.

R _1 b—2
La=z.b=2.
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11.

LIMITES Y CONTINUIDAD

|2x?— 3x—9] 3/2 3
(72x2—3x—9’ x<-=3/2V x>
Para la funcion definida por: f(x) = a Y =3 . Hallar los
\s, x=-3/2
valores de a y b de manera que la funcién sea continua en todo su dominio.
Ra=1,b=1.
3—3¥3x+3 <8
a(¥x—2) ’
Para la funcion definida por: f(x) = ab, x = 8- Hallar los valores de a y b de
2
2x—7b>* > 8
manera que la funcién sea continua en todo su dominio.
Ra=2b= !
a=2b=-3.
LI o
Para la funcion definida por: f(x) = . Determine los puntos de
m?/2, x=1
continuidad o discontinuidad.
R. Continua Vx.
3\2/3_;_362, x <8
Para la funcion definida por: f(x) = f(x) = X Determine los puntos de
3—2x, x=8
continuidad o discontinuidad.
R. Discontinua en x = 8.
\/5:4_2, x+4
Para la funcion definida por: f(x) = . Determine el valor de L, para que la
L, x=4
funcion sea continua en x = 4.
R.L=1/4.
(sen|x|’ x € (—m, 0)
x
Para la funcion definida por: f(x) = { 5 +b, x€[0,n) . Hallar los valores de a y b de

cosx, x € |[m 2m)
manera que la funcién sea continua en todo su dominio.

R a=0b=—1.
%, x>—-1ANx#1
Para la funcion definida por: f(x) = . Determine los

sgn(|x? —1]—1), x < —1
puntos de continuidad o discontinuidad.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

R. Es discontinuaenx = —v2, x = —1 yx=1.

[x — 1], [x —1] <2

Para la funcion definida por: f(x) = . Determine los puntos de

3—%(:{—1)2, lx—1| > 2
continuidad o discontinuidad.

R. Escontinuaenx = -1, x =1y x = 3.
—2senx, x < -—m/2

Para la funcién definida por: f(x) = { asenx + b, —n/2 < x <m/2 . Hallar los valores de a y
cos x, x=m/2

b de manera que la funcién sea continua en todo su dominio.

Roa=-1,b=1.

25 — x?
Z-9 " Determinar los intervalos de continuidad.

Para la funcion definida por: f(x) =

R. Es continua en los intervalos: [-5, — 3) y (3, 5].

x2—16

o . Determinar los intervalos de continuidad.

Para la funcion definida por: f(x) =

R. Es continua en los intervalos: [—4, 4] y (6, +).

x2+x—6

Para la funcién definida por: f(x) = pp——t Determinar los intervalos de continuidad.

R. Es continua en los intervalos: [-3, — 2) y (1, 2].

[1—x]+[x—1]

<x<2
= ym—oa 0 0Sx<

Para la funcion definida por: f(x) = . Determine los intervalos

2x — 5, x =2
de continuidad.

R. Es continua en los intervalos: (0, 1) y (1, + oo).

x + [x2]
x? = [x]

Para la funcion definida por: f(x) = . Analizar la continuidad en [0, 2].

R. No es continua en [0, 2].
Para la funcién definida por: f(x) = 4/|x| — [x]. Analizar la continuidad en [0, 1].
R. Si es continua en [0, 1].

Sean las funciones: f (x) = sgn(x) y g(x) = x — x3. Determine los intervalos de continuidad de

flg()].

R. Es continua en los intervalos: (—o, — 1), (=1, 0),(0, 1) y (1, + o).
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